VITXDRIO EM III 



biblioteca 



N^^ONALE 

Prov. 

H 

1124 

napoli 


tn 

Is 



Digitized by Godgle 



Digitized by Google 


Digilized by Google 










PRINCIPES . 

DE 

MATHÉMATIQUES. 



Digilized by Google 





DE L’IMPRIMERIE DE M”* V COüRCIER. 






•’x'-’ A 

'■ii\ 





Digitized by Google 



PRINCIPES 

DE ' ^ 

MATHÉMATIQUES 

DE FEU Joseph-Akastase DA CÜNHA, 

PROFESSEUR A t’URIYERSITE DE 

( Savoir : ceux de l’Arithmétique, de la Géométrie, 
de l’Algèbre , de son Application à la Géométrie et du 
Calcul Différentiel et Intégral, exposés d’une manière 
entièrement nouvelle ). 


TRADUIT LITTÉRALEMENT DU PORTUGAIS, 

Par J. M. D’ABREU. 



PARIS, 


M™* V* COURCIER, Impr.-Lib. pour les Mathématiques, 
les Sciences et les Arts, quai des Augustins, n° 57. 



Digitized by Google 





A.S\i 





Digitized b; Coogle 




AVERTISSEMENT 

DU TRADUCTEUR, 


Les premiers livres des Principes mathématiques 
ctoieut connus k Lisbonne , si je me le rappelle Lien , dès 
1782 : c’esl à peu près à celle époque que M. daCunha (i) 
les composoit el les faisoit imprimer k l’usage du col- 
Ic'ge royal de Saint-George, dont il étoil alors le direc- 
teur. On les y expliquoit sous sa direction, au fur et à 
mesure qu’ils sorloient de la presse. iMais ce college 
ayant essuyé des vicissitudes qui enlraiisèrent la sup- 
pression de l'emploi que AI. da Ciinlia y occupoit, l’im- 
pression du reste de son ouvrage éprouva des retards, 
et ne fut terminée qu’en 1 nS'j : il eu eorrigea la dernière 
épreuve la veille même de sa mort. On doit regretter 
que les infortunes de toute espèee, ainsi que les souf- 
frances presque continuelles qui l’affligèrent pendant 
les dernières années de sa vie, ne lui aient point permis 
de publier également plusieurs autres ouvrages qu’il a 
laissés dans ses papiers, et que scs amis estiment comme 
autant de chefs-d’œuvres de goût et de profondeur» 
Parmi ces ouvrages, il en est quelques-uns qui forme- 
roient peut-être l’introduction la plus digne de celui-ci î 
tels je regarde ceux qui ont pour litre: Discours préli- 
minaire sur les premiers éléments de géométrie ; On 


(1) Professour de malliemaliques Tunivexsité de Coimlxic, qo 
k Lishonue , en nion en 178-. 

a 
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powcrs and logarithms; Sur les racines; Sur rinjîni 
mathématique ; Contre la me'thode des premiers et der~ 
niers rapports des quantités naissantes et évanouis- 
santes de Newton; Préface de la théorie des Jluxions , 
et autres, dont je possède la plupart des manuscrits au- 
tographes. Il sembleroit donc qu’il eût été' de mon de- 
voir d’en insérer ici quelques extraits : mais, d’une part, 
j’estime trop les originaux, pour oser les mutiler mal à 
piÿ>pos; et de l’autre, j’ai quelque espérance de pouvoir 
les faire paroîlre bientôt, avec une notice de la vie de 
l’auteur, écrite par un de ses meilleurs amis. En atten- 
dant, j’ai cru qu’en me bornant à la traduction du seul 
ouvrage de M. da Cunba, dont il a pu achever la rédac- 
tion , je rendrais quelque service à sa mémoire et au 
public. Puisse l’idée que je me suis toujours faite du 
travail de mon compatriote, n’être pas une simple illu- 
sion de l’amitié ! 

Il y avoit déji, avant lui, une quantité prodigieuse de 
livres élémentaires, destinés aux écoles premières de ma- 
thématiques; la vie de l’homme seroit trop courte pour 
les lire tous avec attention : mais il paroît que les uns 
éloient trop volumineux, les autres trop résumés , et tous 
plus ou moins défectueux sur l’article le plus essentiel ; 
je veux dire, sur la méthode de démonstration. Aussi des 
géomètres du premier rang ne craignoient pas d’affirmer 
que l’on manquoit encore d’un vrai livre classique de 
mathématiques pures. Apparamment que les préceptes 
ne venant jamais qu’après les chefs-d 'œuvres, en quel- 
que genre que ce puisse être, les véritables conditions 
de cet intéressant problème n’étoient pas encore bien 
arrêtées. Quoi qu’il en soit, l’ écrivain qui, en s’appe- 
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saillissant sur tonl ce qui lui tombe sons la plume , ne 
laisse au lecteur un peu instruit, que la peine cVen re- 
trancher les longueurs superflues; celui qui tantôt pa- 
roît s’adresser à des enfants fre'qnentant des écoles publi- 
ques, tantôtô des amateurs isolés, tantôtà des géomètres 
profonds ; ou qui , dans la môme page , mêlera quelque • ' 

fois des analogies imparfaites avec des raisonnements 
exacts ; ces écrivains, dis-je, ne sauroient faire le livre 
classique dont on parle ; car il est naturel que l’on doive 
s’y assujettir à des unités de plan, de style et de mé- 
thode, à peu près comme dans certains autres ouvrages 
on tient à celles d’action, de temps et de lieu. Or, il 
me paroit que celui de M. da Cunha ne laisse rien à dé- 
sirer à aucun de ces égards. D’abord , il ne présuppose 
que des élèves laborieux , conduits par un répétiteur 
sensé; le style en est toujours conforme à ce premier 
point de vue; la méthode de déduction que l’on y trouve 
au commencement, on la retrouve partout jusqu’à la 
ün, depuis la première proposition d’Euclide, jusqu’au 
fameux problème des isopérimètres; et 'la chaîne de 
principes qui y lie ces deux extrêmes, me paroît la plus 
courte et la plus solide qui puisse servir de (il régulateur, 
et à l’élude du disciple, et à l’explication du maître. On 
auroit donc tort de vouloir ici de plus longs développe- 
ments et des applications k fantaisie: cela regarde ceux 
qui enseignent. Il est clair que l’auteur, en cherchant à 
associer dans un même volume, sans lacunes ni répéti- 
tions, la sévérité de l’antique géométrie, àla rapidité des 
calculs modernes, n’a en principalement en vue, que 
d’y tenir en haleine l’attention des professeurs autant 
que celle des élèves ; car le perfectionnement des uns 
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p’inleresse pas moins le public que les progrès des au- 
tres. Il avoit observé, en outre, que l’on ne gagne rien 
à surcharger les livres élémentaires, de calculs à moitié' 
faits J que le commençant, au lieu de vérifier ces cal- 
culs, la plume à la main, se contente, pour l’ordi- 
naire, de les parcourir des yeux. Ce n’est donc pas non 
plus à caprice ni à stérilité, qu’il faut imputer à notre 
auteur ce laconisme qui caractérise son texte, et que 
je me suis fait un devoir de conserver dans la traduc- 
tion, autant que Je l’ai pu, et que me l’a permis la diffé- 
rence des deux langues. Les jeunes gens n’ont que trop 
d'occasions d’apprendre à délayer les moindres choses 
dans beaucoup de mots, sans qu’on leur en donne des 
leçons dans les livres mêmes où il scroit si convenable 
de les préserver de ce mauvais goût. II ne s’agit donc 
ici que d’une série de raisonnements exacts, exprimés 
par le plus petit nombre de phrases possible; le reste, 
je le répète encore, appartient à des leçons orales. 

Mais c’est surtout à l’égard de la méthode de démons- 
tration constamment suivie dans le cours de ses principes, 
que l’auteur me paroît avoir laissé bien loin derrière lui 
tous ceux qui l’ont devancé dans la même carrière. Plus 
de cette mauvaise métaphysique que M. d’Alcmbert ap- 
peloit métaphysique alambiquée, et qui infesloit encore 
de son temps certaines branches des mathématiques pu- 
res. Notre auteur est le premier qui en ait assujetti l’en- 
seinble à un seul et même art de raisonner, à cette règle 
de logique dont nous avons parlé ailleurs (i), et qu’il 


(i) Supplément à l.i traducliuu de la gcumélric d’Euclide, de 
M' Poyrard, note i", 
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avoit piiîsee, à l’exemple de IIoLbes et de Descartes, 
dans les écrits des anciens ge'omètrcs. 

« Puisqu’ enseigner, dit le premier de ces deux phi- 
» losophcs (i), n’est autre chose que conduire l’esprit 
» de celui qu’on enseigne, à la connoissance des choses, 
M en lui faisant suivre la route que l’on a tenue soi- 
» même en les trouvant, la méthode de démonstration 
» est la même que celle de recherche, si ce n’est qu’il 
» faut en supprimer la première partie, c’est-à-dire, 
» celle qui conduit depuis la sensation jusqu’aux prln- 
» cipes universels j car ceux-ci , puisqu’ils sont des prin- 
» cipes, ne peuvent être démontrés; et puisqu’ils sont 
» connus d’avance , etc. , ils peuvent avoir besoin d’ex- 
» plication , mais jamais de démonstration. Donc toute 
» la méthode de démonstration est synthétique; et elle 
U consiste dans l’ordre d’un discours commençant aux 
» propositions premières, ou les plus universelles , com- 
» prises par elles-mêmes, et s’avançant toujours par un 
» enchaînement continuel de propositions syllogisti- 
» ques, jusqu’à ce que la vérité de la conclusion cher- 
» chée soit comprise par celui qui apprend 

» Les propositions premières ne sont autre chose que. 
» des définitions, et elles seules sont des bases de dé- 
j) monstrations, c’est-à-dire, que ce sont des vérités 
» créées par la volonté de ceux qui parlent et de ceux 
» qui écoutent, et qui, par cela même, sont impossibles 
» à démontrer ». 

Voilà précisément la méthode d’Euclide. On diroit 


(i) Voyez le cliap. IV de la logique de Hobbes, tiaduct. da 
31. Dcsluu-ïracy , pag. (jôq. 
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que notre auteur n’a eu devant les yeux, dans chaque 
théorie de ses principes, que le sens strict de ce peu 
de mots. Pour en donner un exemple remarquable, 
nous n’aurons besoin que de nous arrêter un instant sur 
la définition fondamentale de son IX“'. livre (i). Sui- 
vant la méthode ordinaire, on commence la théorie des 
exposants, par a”==aaa etc. , lorsque n représente un 
nombre entier et positif j et de ce cas particulier, on 
procède syllogistiquement k la formule générale a^=i 
+ Âc-pi(èc)’ -4- etc. , quel que soit le nombre 6 j ce qui 
est absurde en rigueur logique, car l’espèce ne sauroit 
contenir le genre; et si le commençant ne s’aperçoit 
pas de cette absurdité, c’est parce que la courbe qu’on 
lui fait parcourir entre les deux objets a^ — aaoelc., 
et I -4- 6c + etc., est ordinairement aussi 

longue que compliquée. On lui cache d’abord le che- 
min le plus court qui devroit le conduire de l’un à 
l’autre; et ensuite l’autorité des livres, jointe à celle 
des professeurs, lui en impose. Voilà pourquoi M. da 
Cnuba a pris pour proposition première de la théorie 
exponentielle, la formule a*= i -f- Ac -f- etc., d’où il n’y 
a qu’un pas à faire pour arriver à la dénnilion vulgaire 
a^ — ana etc. ; et c’est ainsi, ou k peu près, qu’il faut 
discuter la plupart de ses définitions, si on ne veut pas 
courir le risque d’en rejeter les plus exactes, sans savoir 
ce que l’on fait. 

Mais la méthode de recherche n’est-elle pas la plus 
lumineuse, la plus attrayante, etc. ? Rien ne seroitplus 
superficiel qu’une pareille objection, si on prétendoit 


(i) Voyez la définition II du liy. IX de ces principes. 
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infirmer par-là le jugement de Hobbes, que nous ve- 
nons de citer en faveur de notre auteur. La méthode 
d’invention doit être aussi variable que les goûts de ceux 
qui se mettent à la place des inventeurs. Pour s’en con- 
vaincre, on n’a qu’à jeter les yeux sur la diversité de 
vues qui règne dans ces ouvrages élémentaires dont on 
a parlé plus haut. Â mon sens, s’il y a une méthode 
susceptible de limites en perfection , ce ne peut être que 
la synthétique; car la vraie proposition première d’une 
théorie quelconque une fois trouvée, elle en sera tou- 
jonrs la première ; celle qui touchera de plus près la 
première, en sera toujours la seconde; ainsi de suite. 
Or, ce n’est que de ces limites, rigoureusement parlant, 
qu’il s’agit ici. D’ailleurs , puisque notre auteur présup- 
pose un intermédiaire quelconque entre lui et le simple 
commençant, il est visible que son plan n’exclut aucun 
moyen d’enseignement, pourvu que ce moyen mérite 
le nom de méthode. Tâchez, pourroit-il répondre à 
cet intermédiaire quelconque, de suppléer comme vous 
le pourrez à la première partie de la méthode de re- 
cherche que j’ai supprimée , c’est-à-dire , à celle qui 
conduit depuis la sensation jusqu’aux propositions uni- 
verselles. Expliquez ces propositions premières par 
votre méthode d’ invention ; développez à fantaisie les 
ramifications principales de chaque théorie, etc.; mais 
n’ oubliez jamais de réduire vos développements à la 
sjrnthèse la plus concise et la plus rigoureuse ; autre- 
ment vos élèves pourront très -bien confondre quel- 
quefois des explications plausibles , et même des cer- 
cles vicieux, avec des démonstrations géométriques. 
Telle est en géqéral ma manière d’apprécier l’ouvrage 
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dont je présenté la tradnelion. Je toudrois pouvoir 
m’elendre davantage, et prouver en dc'tail du moins la 
sincérité de mon opinion ; mais cela demanderoit trop 
d’espace. Nous y reviendrons dans un autre petit tra- 
vail que j’ai consacré encore à la mémoire de M. da 
t Cunlia, et oii je tâche d’analyser non- seulement les 
théories de ses Principes qui me paroissent les plus par- 
faites, mais même celles qu’il auroit simplifiées bien 
davantage, s’il avoit eu le temps de les retoucher dans 
une seconde édition. Ce travail suivra de près le reste 
de ses œuvres de mnlhémaliques, que j’ai promis plus 
haut. Heureux si, par mes bonnes intentions, je puis 
mériter l’indulgenee du lecteur et l’approbation de mes 
compatriotes ! 
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PRINCIPES 

MATHÉMATIQUES. 


LIVRE PREMIER, 


DÉFINITIONS. 




I. Le point est un corps dont on peut la* 

longueur sans înconve’nient remarquable. 

II, Le corps dont la longueur ne sauroit être négligée 
sans erreur sensible , se nomme ligne. 


III. Et celui dont on ne peut négliger de même que 
l’épaisseur, s’appelle surface. 

IV. Lignes droites sont celles qui n’entourent aucun 
espace, de quelque manière que deux d’entre elles se 
rencontrent entre deux points communs. 

V. Toute surface qui ne renferme aucun espace avec 
une ligne droite, de quelque manière que cette droite 
la rencontre entre deux points communs, se nomme 
plan ou surface plane. 

VI. La surface plane prend le nom de cercle, lors- 
qu’elle est terminée par une seule ligne également dis- 
tante d’un point intérieur de la même surface : celte 
ligne s’appelle circonférence, et le point, centre du 
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cercle. Toute droite comprise entre le centre et la cir- 
conférence est un rayon, et la ligne droite, composée 
de deux rayons, s’appelle diamètre ; toute portion de 
cercle, comprise entre deux rayons et la partie, ou arc 
delà circonférence qu’ils interceptent, est un secteur 
de cercle, et ces deux rayons en sont les côtes. 

VII. On donne le nom d'angle à la figure que deux 
lignes forment, lorsqu’elles aboutissent à un même point. 
l.es deux lignes sont les côte's de l’angle , et le point 
où elles aboutissent en est le sommet. 

VIII. Par angle rectiligne on entend celui qui est 
formé par des lignes droites j et lorsqu’on compare des 
angles rectilignes comtrtc des grandeurs égales ou iné- 
gales, on sous-entend toujorrrs des arcs de cercles, com- 
pris entre leurs côtés , et décrits de leurs sommets 
comme centres avec des rayons égaux -, et puisque deux 
rayons comprennent ainsi plus d’un arc, nous convien- 
drons de prendre, pour la valeur d’un angle rectiligne 
quelconque , le plus petit arc que les circonstances per- 
mettront , pourvu que cet arc soit compris entre ses cô- 
tés, et décrit de son sommet comme centre, avec le 
rayon dont on sera convenu d’avance. 

IX. Tout angle dont les côtes coupent ainsi le quart 
de la circotrfe'rence , est un angle droit; et les côtés de 
l’angle droit sont perpendiculaires entre eux. 

X. L’angle s’appelle ohtus ou aigu , selon qu’il est 
plus grand ou plus petit qu’un angle droit. 

XI. Deux lignes droites sont dites parallèles , lors- 
qu’étant situées dans un même plan, elles ne penvent 
se rencontrer, quelque prolongées qu’on les suppose. 

XII. Tout plan terminé par des lignes droites est 
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livre I. 3 

ton polygone, et les droites qui le terminent en sont 
les c6le's. 

XIII. Le triangle est un polygone à trois côtes. 

XIV. I.e quadrilatère en a quatre. 

XV. Le pentagone , cinq. 

XVI. h’hexagone , sixj et ainsi de suite. 

XVII. Le quadrilatère dont les côtés opposes sont pa- 
rallèles, se nomme parallélogramme. 

XVIII. Celui dont tous les angles sont droits, s’ap- 
pelle rectangle. 

XIX. Le rectangle équilatéral est un carré. 
DEMANDES. 

I. Tirer une droite entre deux points donnés. 

II. Prolonger à volonté une droite donnée. 

III. D'un centre avec un rayon donné décrire nn 
cercle. 

AXIOME. 

Si deux lignes droites font avec une troisième droite 
deux angles intérieurs d’un môme côté, dont la somme 
soit moindre que deux angles droits, les deux premières 
droites prolongées de ce même côté pourront toujours 
se rencontrer. 

AVERTISSEMENTS. 

I. Tant que l’on n’avertira pas du contraire, nous 
supposerons toujours des figures situées sur on même 
plan. 

II. Lorsque les arcs dont il est parlé dans la défini- 
tion VIII ne seront pas décrits, il suffira de les sous- 
«ntendrCf 
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III. On marque un angle par trois lettres, en plaçant 
la seconde près du sommet, et les deux autres des deux 
côtes : on le désigne quelquefois par quatre, en plaçant 
la quatrième du côté de l’arc qui lui convient. On l’in- 
dique aussi par la seule lettre du sommet, lorsqu’on !• 
peut sans confusion. 

IV. Le signe= veut dire égal d ; > , plus grand que; 
< , moindre que ; snp. , supposition ; const. , construc- 
tion; dém. , démonstration ; [ i. déf. 5 ] , définition 
du livre I*''. ; [ i. ax.] , axiome du livre I"'. ; [2. 7] , pro» 
position VU , livre //, etc. 

PROPOSITIONS. 

I. Sur une droite donnée construire on triangle eqni« 
latéral. 

Soit AB la droite donnée. Du centre A avec le rayon. 
AB décrivez le cercle BC [ demande 5 ] j du centre B 
avec le même rayon AB décrivez le second cercle AD ; 
du point E, où les circonférences se rencontrent, tirez 
les droites EA, EB [demande i] : vous aurez AE=AB, 
BE=BA [i. déf.^6], et par conséquent AE=BE; donc 
le triangle ABE sera équilatéral. 

II. Par un point quelconque , ou dans la direction 
d’un point donné, conduire d’un antre point donné un* 
droite égale à une droite proposée. 

Soit d’abord A le premier point, C le second, et AB 
la droite donnée. Du centre A avec le rayon AB décrivez 
le cercle BD ; tirez et prolongez, s’il le faut , AC de part 
et d’autre jusqu’à la circonférence , et vous aurez AS 
s=AF=AB[t. déf. 6]. 

Supposons, en second lien, que G soit le premier point- 
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donné, H le second, et IL la droite donnée. Menez GI, 
et sur ce côté faites le triangle équilatéral IGMj prolongez 
MI, MG, en faisant IN— IL et MO = MNj conduisez, 
comme dans le premier cas , GP=GO dans la direction 
du point H , et vous aurez MO = MN , MG = MI 
[const. ], et par conséquent GO=IN : mais on a IL=; 
IN et GP = GO [const.] ; donc GP = IL. 

III. Si deux triangles ont un angle égal compris entre 
des côtés égaux chacun à chacun , je dis que les troisiè- 
mes côtés, les angles opposés aux côtes égaux, et les. 
deux triangles, seront égaux. 

Dans les deux triangles ABC, DEF, soit AB=DE„ 
AC = DF, et l’arc GH = l’arc IL , ces arcs étant décrit», 
des sommets A, D, avec des rayons égaux, AG=DI., 
Du sommet C avec un rayon quelconque CM décrivez, 
l’arc MN j coupez FO=CM [ i. a] , et du centre F avec- 
le rayon FO, décrivez Parc OPj du sommet B, par un. 
point quelconque Q du premier triangle ,. conduisez la 
droite BQ, prolongée jusqu’au côté opposé AC; achevez 
le cercle ILV, et posez le triangle ABC sur DEF, de.- 
manière que le point A tombe sur le point D, le côté 
AB sur quelque antre point de DE, le côté AC près, 
de DF, et le point C sur le plan du triangle DEF. Les. 
droites AB , DE , ayant deux points communs [const.], 
doivent tomber l’une sur l’autre [ i . déf. 4 } mais ces 
deux droites sont égales [sup. ] , et le point A est en D. 
[ const. ] ; donc le point B tombera sur le point E. 
Or, les droites AC, BC, ayant deux points communs 
avec le plan de DEF [const.], doivent tomber suc ce 
même plan [ i. déf. 5] ; donc les points H, R, M, ainsL 
que la droite BR, et gar conséquent le point Q, tombe-. 
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6 PRINCIPES MATHÉMATIOUES, 

ront aussi sur Je pian de DEF [ i. dëf. 5] ; donc tous les 
points d’ABC sont dans le plan de DEF. Je dis mainte- 
nant que tous ceux de GH doivent tomber sur la cir- 
confe’rence ILV; car autrement il y en aiiroit un, par 
exemples, qui tomberoit soit en dedans , soit en dehors 
du cercle ILVj et raen.inl la droite DST, ou DTS, 
on auroit DS==AG [ t. dëf. G], AG=DI [const.], DI 
=DT [ I. dcf. G] , et prir conséquent DS=DT, ce qui 
seroit absurde. Or, le point G est en I [déiu. ] , et l’arc 
GII=rarc IL [siip. et déf. 8] j donc H sera en L, et 
par consc'quent le cote AC sur le cùte DF : donc C 
tombe en F, parce que AC=:DF [sup.]. D’où il s’ensuit 
que les troisièmes cètës BC , EF, ne feront qu’une seule 
et même droite j donc BC=EF. Puisque CA tombe sur 
FD , CM sur FO, CB sur FE, et CN sur FP, l’arc MN 
tombera de même sur l’arc OP [dem. précédente] ; donc 
MN = OP, et par conséquent l’angle C = l’angle F 
[ I. 8]. On démontreroit de même que l’angle ABC= 
DEF J et puisque les côtés des triangles ABC , DEF, les 
plans qu’ils entourent , et les angles qu’ils forment, 
posés les uns sur les autres, se recouvrent parfaitement, 
il s’ensuit que les deux triangles sont égaux. 

Corol. I. Si deux angles rectilignes coupent, selon la 
déf. 8 , des arcs égaux dans deux cercles donnés , ils 
couperont aussi des arcs égaux dans deux autres cercles 
quelconques, décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

2 . Si deux secteurs, tels que AGH et DIL, ont un angle 
égal compris entre des rayons égaux, ils seront égaux. 

IV. Lorsque les côtés d’un triangle sont égaux, les 
angles opposés à ces côtés sont égaux. 
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Supposons dans le triangle ABC le côte' AB = AC, et 
prolongeons AB et AC en faisant CE=BD [i. 2 ] : nous 
aurons AD = AE. Menons DC et BE. Dans les triangles 
ADC et AEB, on a AD = AE [dcin.]^ AC = AB [sup.] , 
et l’angle BAC eommun : on aura donc CD=BE, l’angle 
ACD = ABE, et l’angle BDC=CEB [ 1 . 5]. Dans les 
triangles DBC, ECB, on a DB=EC [const.], DC=EB 
[déni.], et l’angle BDC=CEB [de'm. ]; donc l’anglo 
DCB=EBC [i. 5]: niais l’angle ACD=ABE [dcm.]; 
donc l’angle ACB = ABC. 

V. Partager une droite donnc'e en deux parties égales. 

Soit AB la droite donnée. Sur AB construisez les 

triangles équilatéraux ABC, ABD, et menez la droite 
CD. Cette droite divisera AB également en E. 

Car CA étant = CB [const.], on a l’angle CAE= 
CBE [i. 4], ainsi que DAE=DBEj donc l’angle CAD 
=CBD: mais ces angles égaux sont compris entre des 
côtés égaux , savoir, entre AC=BC et AD=BD [const.]; 
donc l’angle ACE=BCE [i. 5]. On aura donc dans les 
triangles CAE, CBE, le cùio CE commun, CA=;CB, et 
l’angle ACE=BCE [dém.], et par conséquent AE= . 
BE [i. 3]. 

VI. Par un point donné sur une droite quelconque 
élever une perpendiculaire à cette droite. 

Soit BC la droite, et A le point donné. Il s’agit d’é- 
lever AF perpendiculaire à BC. 

De côté et d’autre du point A prenez AE=AD, et 
construisez les triangles équilatéraux DEF et DEG; la 
droite FA, menée par les points F, A, sera la perpen- 
diculaire demandée. 

La droite FG devant passer par le point A [r. 5], il 
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s’ensuit que FA fera garlie de FG ; et puisque dans le 
triangle FDE, les deux cotés DF, EF, sont égaux [const.], 
on aura l’angle FDA = FEA [i. 4] : mais ces deux an- 
gles sont compris entre des côtés égaux, savoir, entre 
FD=FEetDA=EA [const.]; donc l’angle FAD=FAE 
[i. 5]. On trouvera de même l’angle DAG=EAG. Or, 
les droites DF, FE, EG , GD, étant égales à la même 
droite DE [const.] , doivent être égales entre elles; donc 
les triangles FDG, FEG, donneront l’angle DFG = 
DGF, et l’angle EFG=EGF [ 1 . 4 ]; d’où l’on tire DFE 
=DGE: mais ces deux angles sont compris entre des 
côtés égaux chacun à chacun, c’est-à-dire, entre DF = 
DG, et FE=GE ; donc les angles FED, GED, des trian- 
gles respectifs, seront égaux [ i. 5]. Les triangles FEA, 
GEA, ont aussi l’angle FEA=GEA [déiii.] compris 
entre FE=GEet AE commun , et par conséquent l’an- 
gle FAE=EAG [i. 3]; donc l’angle DAF=FAE= 
EAG=GAD [dém.], et par conséquent chacun de ces 
angles devra couper la quatrième partie de toute circon- 
férence décrite du centre A avec un rayon quelconque 
■J r. 3] ; donc ils sont droits, et par conséquent la droite 
AF sera perpendiculaire sur BC [ i. déf. g]. 

Corol. t. Tout diamètre d’un cercle en divise la cir- 
conférence en deux parties égales. 

3. L’angle dont les côtés sont en ligne droite est égal 
à deux angles droits. 

3. Et tout angle égal à deux droits a ses côtés en 
ligne droite. 

Supposons l’angle ABCE égal à deux angles droits. 

Si B A et BC ne sont pas en ligne droite, on pourra , 
« en prolongeant CB, supposer CBE une ligne droite ,^et 
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conclare en conséquence, que l’angle CBE vaut aussi 
deux angles droits [corol. prccéd.]: mais l’angle ABCE 
est égal à cette même somme [sup.]; donc ÂBGE=CB£, 
ce qui est impossible. 

4- Une droite tombe perpendiculairement sur nne 
autre, lorsqu’elle la rencontre en faisant deux angles 
de suite égaux entre eux. 

VII. Si deux droites se coupent, les angles opposés 
par le sommet seront égaux; et si les angles opposés 
par le sommet sont égaux , leurs côtés seront en ligne 
droite, pourvu que deux de ces côtés soient supposés en 
ligne droite. 

Soient BC, DE, deux droites qui se croisent en A. 
Chacun des angles BACE et DAEB est égal à deux 
droits [i. 6. corol.] , et par conséquent BACE=DAEB ; 
retranchant donc de part et d’autre la partie commune 
BAE, on aura BAD=CAE. 

Supposons l’angle BAD=CAE, et BC un ligne droite : 
je dis que AD et AE seront en ligne droite. 

Car on a d’abord l’angle BAD plus BAE=CAE plus 
BAE : mais ces derniers réunis font deux angles droits 
[ I. 6. corol. a ]; donc les premiers BAD plus BAE 
feront aussi deux angles droits, et par conséquent DA 
et EA seront en ligne droite [ i. 6. corol. 5 ]. 

VIII. Si deux droites coupées par nne troisième 
c font avec elle des angles alternes égaux , ces deux 

droites sont parallèles entre elles. 

Soient CD, EF, les deux droites, et LB la troisième; 
et supposons que les angles alternes CAB , ABF, qu’elles 
forment ensemble, soient égaux; je dis que CD et EF 
seront parallèles. 
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Car autrement elles pourront se rencontrer, par exem- 
ple en G. Divisons AB également en H [i. 5 ], et 
menons la droite GHI en faisant HI = DG. Si l’on joint 
AI , on aura les triangles AIll, GIIB , dont l’angle AHI 
sera=GHB [i. 7] : mais les côtés qui comprennent ces 
deux angles sont égaux cViacun à chacun, c’est-à-dire, 
AH = HB et HI = HG [const.]; donc l’angle HAI= 
HBF [i. 5 ] : or, CAH est aussi égal à HBF [sup.] ; donc 
IIA[=HAC, ce qui est impossible. Donc les deux 
droites CD, EF, ne sauroient se rencontrer, et par con- 
séquent Sont parallèles [ i. déf. 1 1 ]. 

Corol. Deux droites sont parallèles, lorsqu’elles for- 
ment avec une troisième droite l’un des angles exter- 
nes égal à l’angle interne opposé du même côté; ou 
lorsque deux des angles internes d’un même côté va- 
lent ensemble deux angles droits. 

Car supposant l’angle externe LAD— ABF Interne, 
et opposé du même côté, on aura LAD— CAB [ 1 . 7], 
et par consé([uent CAB=ABF : donc CD, EF, seront 
parallèles [dém. ]. 

Supposons que ABF et BAD, internes du môme côté, 
fassent ensemble deux angles droits. Puisque CAB plus 
BAD font aussi deux angles droits [i . 6. corol.] , on aura 
ABF plus BAD=CAB plus BAD. Retranchant donc de 
ces deux sommes égales la partie commune BAD, reste 
ABF=CAB; d’où il suit que CD et EF sont parallèles ^ 
[1.8]. 

IX. Si une droite coupe deux parallèles, les angles 
alternes seront égaux, les deux internes du môme côté 
feront ensemble deux angles droits, et l’externe sera 
égal à l’interne opposé du môme côté. 
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Soient DE, FG, parallèles, et B, F. les deux points où 
elles coupent la troisième AB. J.i deux des angles al- 
ternes, comme BCD et CBG, pouvoient ne pas être 
e'gaux, l’un, par exemple BCD, seroit plus grand que 
l’autre CBG; on auroit donc BCD plus BCE > CBG 
plus BCE : mais la première de ces deux sommes 
Taut deux angles droits [i. 6. corol. ] ; donc CBG plus 
BCE en feroit une plus petite que deux angles droits^ 
et par conséquent CE, BG, prolonge'esà volonté, pour- 
roient se rencontrer [i. ax.] : mais cela est impossible 
[sup.] ; donc l’angle BCD=CBG. Il suit de là que l’an- 
gle CBG plus BCE = BCD pins BCE : mais celte der- 
nière somme vaut deux angles droits [ i. 6. corol. ]; 
donc CBG plus BCE feront aussi deux angles droits. 

Or, ACE=BCD [ i. 7] , et CBG=BCD [dém.]; donc 
ACE=CBG. 

X. D’un point donné sur une droite quelconque 
tirer une droite qui y fasse un angle égal à un angle 
donné. 

Soit AB la droite, A le sommet, etCDE l’angle donné. 
Sur DE prenez un point quelconque G, et faites DF = 
DG [i. 2]; menez FG, que vous diviserez également 
en H [i. 5 ] , et joignez DU. Puisque DF=DG [const.] , 
on aura l’angle DFH = DGU [1.4] : mais ces angles 
sont compris entre des cèles égaux chacun à chacun, ■ 
savoir, entre DG = DF et GH = FH [const.]; donc 
l’angle DHF=DHG [i. 5 ] , et par conséquent DH per- 
pendiculaire à FG [1.6. corol.]. Prenant ensuite AI = 
DH [i. 2], et levant IL perpendiculaire sur AB [1.6], 
et égale à FII [i. 2], menez AL. Dans les triangles 
lAL, DHF, vous aurez IA=HD,IL=IIF, et l’angle 
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AIL=DHF [const.] , et par conséquent l’angle IAL= 
UDF [i. 5] ; faisant de mémeLAM=HDG, yods aurez 
l’angle BAM=CDE. 

XI. Par un point donné mener nne parallèle à une 
droite donnée. 

Soit BC la droite, et A le point donné. Par nn point 
quelconque D, pris sur la droite BC, menez AD, et cons- 
truisez l’angle DAE=ADB [ i. lo] : la droite AE sera 
parallèle à BC [ i. 8]. 

XII. Dans tout triangle la somme des trois angles 

est égale à denx angles droits ; et si on en prolonge l’un 
des côtés , l’angle extérieur sera égal à la somme des 
deux intérieurs opposés. < 

Soit ABC nn triangle quelconque. Menant CD pa- 
rallèle à AB, les angles DCB, BCA et CAB, feront en- 
semble deux angles droits [i. 9]: mais l’angle ABC — 
DCB [1. 9]; donc les trois angles ABC, BCA, CAB,, 
rénnis, feront aussi deux angles droits. 

Prolongeant AC vers E, puisque l’angle ECD=CAB 
[1.9], et DCB=ABC, on aura BCE =ABC plus CAB. 

XIII. Dans tont triangle le plus grand côté est opposé 
au plus grand angle, et le pins grand angle est opposé 
au plus grand côté. 

Soit dans le triangle ABC le côté AB> AC. Faisant 
AD = AC, et menant CD, on aura l’angle ACD=ADC 
[i. 4], fit par conséquent ACB>ADC: mais l’angle 
ADC>ABC[i. 12] ; donc ACB>ABC. 

Soit dans le triangle EFG, l’angle EFG>EGF. Si 
le côté EG étoit <EF, l’angle EGF seroit> EFG [dém.], 
impossible [sup. ] : si EG étoit=EF, l’angle EFGserolt 
=EGF [ I. 4]; Impossible j donc EG> EF. 
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Corol. Bans tout triangle des angles e'gaux sont op- 
poses à des côtds e'gaux , et des côtés égaux sont opposés 
à des angles égaux. 

XIV. Si deux côtés d’nn triangle sont égaux à deux 
côtés d’nn antre triangle chacun à chacun, et que l’an- 
gle compris entre les premiers soit plus grand que l’an- 
gle compris entre les derniers , le côté opposé au plus 
grand angle surpassera le côté opposé au plus petit j et 
si le troisième côté du premier triangle surpasse le troi- 
sième côté de l’autre , l’angle opposé au plus grand côté 
sera plus grand que l’angle opposé au plus petit. 

Soit dans les triangles ABC, DEF, le côté AB==DE, 
AC— DF, et l’angle BAC> EDF. 

Au point A du côté AB, pas plus grand que le côté 
AC, faites l’angle BAG=EDF [i. lo]. Puisque AB n'est 
pas plus grand que AC, l’angle ACB ne sera pas plus 
grand que ABC [ i. i3] : mais l’angle externe AGC est 
> ABC [ I. ia]j donc AGC> ACB, et par conséquent 
AC>AG [ I. i5]. Sur AG prolongée prenez AH = 
AC=DF, et tirez BH , HC. Les angles BAH , EDF, sont 
égaux [ const. ] ; mais ils sont compris entre des côtés 
égaux, c’est-à-dire , entre AH=DF, et AB=DE [snp.J; 
donc le troisième côté BH sera = EF [i. 5]: mais AG 
=AH [const. ] ; donc AHC=ACH [ i. 4]> et par con- 
séquent BHC>BCHj donc BC> BH [i. i5], c’est-à- 
dire, BC>EF. 

Supposons dans les triangles ILM, DEF, le côté IL= 
DE, IM = DF, et LM>EF. Si l’angle LIMétoit< 
EDF, le côté EF seroit> LM[dém.], contre la sup- 
position : si LIM étoit=EDF, le côté LM seroit =EP 
[ I. 5] contre la supposition ^ donc l’angle LIM > EDF. 


■. V 
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XV. Dans tout parallélogramme, les angles oppose's^ 
ainsi que les côtés opposés entre eux, sont égaux. 

Supposez A BCD un parallélogramme, et menez la dia- 
gonale BD. Puisque AD est parallèle à BC, et AB pa- 
l'allèle à DC [sup. et i. déf. 17]/ l’angle ADB sera =3 
DBG [i.p], ainsi que l’angle BDG = ABD; doue l’angle 
ADG = ABG. On trouvera de même BAD=BGD. 

Je dis, en second lieu, que les côtés opposés sont 
égaux ; car s’ils ne le sont pas, on pourra supposer, par 
exemple, AB>DG: faisant donc BE=GD, et menant 
DE, on aura dans les triangles IIDE, CDD, un côté com- 
mun BD, le côté BE— DG, et l’angle ABD=BDG [dém.jj 
donc BDE=GBD [i. 5 ]: mais ADB=DBG[dém.]; donc 
l’angle BDE = ADB, ce qui est impossible; donc AB= 
DG Cl AD=BC. 

Corol. I. La diagonale partage le parallélogramme 
en deux parties égales. 

2. Tout parallélogramme estrectangle, s’il a nn angle 
droit. 

XVI. Si deux côtés opposés d’un quadrilatère sont 
égaux et parallèles, le quadrilatère est nn parallélo- 
gramme. 

Supposez que les côtés AB,GD, du quadrilatère ABGD, 
soient égaux et parallèles, et menez la diagonale BD: le 
côté AB étant parallèle à GD, l’angle ABD sera = BDC 
[ I. 9] : mais BA = DG [sup. ] , et BD commun; donc 
l’angle BDA =DBG [ t. 3 ], et par conséquent AD est 
parallèle à BG [1. 8]. 
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DÉFINITIONS. 

I. Toute ligne droile qui joint les extre'mitc's d’un 
arc, en est la corde. 

II. Pour qu’un angle soit inscrit a un arc, il faut que 
ion sommet s’y trouve place’, et que ses côte's aboutis- 
sent aux deux extrémités de cet arc. 

III. Lorsqu’il est impossible de mener plus d’une 
droite par le sommet d’un angle quelconque, entre les 
lignes qui en sont les cotes, on appelle ces lignes tan- 
gentes l'une de l'autre, et on dit qu’elles se touchent 
rc’ciproquement an sommet. 

PROPOSITIONS. 

I. Trouver le centre d’un cercle proposé. 

Soit ABC le cercle. Tirez la corde AB, et divisez-la 
également en D. Par le point D menez la perpendicu- 
laire EDC jusqu’à la circonférence, et diviscz-la égale- > 
ment en F : je dis que F sera le point qne l’on demande. 

Car autrement le centre du cercle devra se trouver 
hors de la ligne EC [ i. déf. 6]. Supposons-le en G, et ■ 
menons GA, GD, GB ; on aura AG=GB [i. déf. 6], et 
l’angleGAD=GBD [i. 4 ]: mais AD=BD[const.]; donc 
ADG=BDG [ I. 5], et par conséquent ces deux angles 
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seront droits [ 1.6. corol.]: mais ADC est droit [const.]; 
donc l’angle A DG = ADC, ce qui est absurde j donc F 
est le centre demandé. 

Corol. La perpendiculaire élevée sur le milieu de la 
corde passe nécessairement par le centre. 

II. Le rayon ne sauroil être perpendiculaire à la corde, 
sans la cou|>er en deux parties égales ; ni la diviser eu 
parties égales, sans la couper perpendiculairement, 
pourvu que la corde ne soit pas un diamètre. 

Soit AB la corde, C le centre, et CG un rayon per- 
pendiculaire à AB : je dis que AD=DB. 

Car autrement on pourra diviser AB également en E, 
et y lever la perpendiculaire EF, laquelle devra passer 
par le centre C [2. i. corol.] ; ce qui est impossible , vir 
que EF doit être parallèle à CD [1.8. corol. ] j donc AD 
=DB. 

Supposons AD=DB : tonte droite élevée perpendicu- 
lairement sur le point D doit passer par le centre C, et 
ne faire en conséquence avec CD qu’une seule et même 
droite [ i. déf. 4 ]> donc CD est perpendiculaire à AB. 

III. Si d’un point intérieur du cercle on peut mener à la 
ci rconférence trois droi les égales, ce point en est le centre. 

Soit AB=AC=AD. Menez les droites BC,CD, et 
divisez-les également en E et F, moyennant les droites 
AE et AF. Puisque BE=CE [const.], et BA=CA [snp.], 
ainsi que l’angle ABE=ACE [i. 4], on aura l’angle 
AEB=AEC [i. 5 ] ; donc AE perpendiculaire sur BC. 

, On démontreroit de même que AF est perpendiculaire 
sur DC: mais AE, AF, doivent passer par le centre 
[2. I. corol. ], et le point A est le seul où elles puissent 
se rencontrer; donc A est le centre du cercle. 
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/' iV. Si deux rayons divisent le cercle en deux sec- 
teurs, l’angle de l’un de ces secteurs sera toujours le 
double de l’angle inscrit à l’arc de l’autre secteur. 

A est le centre du cercle BCD, BADE l’angle de l’un 
des secteurs, et BCD l’angle inscrit à l’arc de l’autre 
secteur. 

Supposons d’abord <juc le centre A soit un point de 
BC, cote de l’angle BCD. Puisque AC=AD, on aura 
l’angle BCD = ADC [ i. 4 ] : mais l’angle BAD est égal 
à la somme des deux BCD plus ADC [1. 12 ]; donc 
BAD sera le double de BCD. 

Supposons, en second lieu, que le centre A ne se 
trouve sur aucun des côtés de l’angle BCD. Menant le 
diamètre CAF, l’angle BAF sera le double de BCF, et 
l’angle DAF double de DCF [dém.]; donc BADE sera 
le double de BCD. 

Corol. I. Un angle sera plus grand qu’un autre, s’il 
est inscrit dans un arc plus petit; et plus petit, s’il est 
inscrit dans un plus grand arc. 

2. Les angles Inscrits sont e'gaux, lorsqu’ils le sont 
dans des arcs égaux; et si les arcs sont égaux, ces an- 
gles le seront aussi. 

5 . Un angle sera droit, on aigu , ou obtus, selon qu’il 
SC trouvera inscrit dans une demi-circonférence, on dans 
unarc plus grand ou pluspetitque la demi-circonférence. 

4 - Deux angles opposés d’un même quadrilatère font 
ensemble deux angles droits, lorsque le quadrilatère est 
inscrit dans le cercle, c’est-à-dire, lorsque les sommets 
de tous ses angles sont à la circonférence. 

V. Tout point de la corde, différent de ses eitre'mi- 
lés, est placé dans l’intérieur du cercle. 

2 


Digilized by Google 



l8 PRINCIPES MATHÉMATIQUES, 

Soit C an point quelconqae de la corde ÂB, et D le 
centre. Menez les droites AD, BD, CD. L’angle DAC 
étant = DBG [1.4], et DBG < DCA [ i. 12 ] , on aura 
DAC < DCA , et par conséqaent DC < DA [ i . 1 5 ] : donc 
le point G sera dans l’intériear du cercle. 

VI. Lorsqu’une droite et une corde se rencontrent 
dans un même point de la circooférènce , de telle sorte 
que l’angle qu’elles y forment soit e'gal à l’angle inscrit 
dans l’arc extérieur, c’est-à-dire, dans l’arc qui n’est 
point compris entre la droite et la corde, je dis que cette 
droite touche les deux arcs au point où elle les rencon- 
tre j et que si elle y est tangente à l’un de ces deux arcs, 
elle le sera également à l’autre, et formera de chaque 
c 6 té de la corde, deux angles égaux à ceux qui seront 
inscrits dans les arcs externes , chacun à chacun. 

La droite DAE passe par l’extrémité A de la corde AB, 
et y fait avec elle l’angle BAE égal à l’angle ACB ins- 
crit dans l’arc ACB : cet arc s’appelle externe par rap- 
port, à l’angle BAE. Cela posé, je dis que la droite DE C?* 
touche les deux arcs AFB , ACB , au point A. 

Toute droite menée du point A à quelque autre point 
de l’arc AFB, doit tomber dans l’intérieur du cercle 
[2. 5 ] , et faire avec AB un angle moindre que ACB 
[2. 4] ; il sera inscrit à un arc > ACB ; donc ce même 
angle doit être <BAE, et par conséquent tous les points 
de l’arc AFB seront situés entre les droites AB et AE. 
Menons, s’il est possible, par le point A , entre le cêté AE 
et l’arc AFB, une droite AG. Puisque l’angle BAE est 
= BCA [sup.], on aura BAG<BCA; on pourra donc 
faire BCH = BAG, et mener AH. L’angle BCH sera = 

BAH [ 2. 4 - corol.], et par conséqaent BAH = BAG, 


Digifeed by Google 



LITRE IL >9 

c’esl-à-dire, la partie e'gale au toutj ce qui est absarde. 

Il est donc impossible de mener par le point Â, entre le 
côté AE et l’arc AFB^ une droite telle que AG; d’oii il 
s’ensuit que la droite AE et l’arc AFB se touchent réci' 
proquement en A. [a.déf. 3]. 

D’un point quelconque F de l’arc AFB, menec les 
droites FA, FB. Les deux angles oppose’s ACB, AFB, 
feront ensemble deux angles droits [ a. 4- corol. ] : mais 
les deux angles BAE plus BAD font aussi deux angles 
droits [i. 6. corol.] ; donc ACB plus AFB = BAE plus 
BAD : or l’angle ACB = BAE [sup.] ; donc l’angle BAD 
= AFB, et par conséquent AD touchera aussi l’arc ACB 
au point A [ dém. ]. 

Supposons maintenant que la droite IN touche l’arc 
ILM au point I ; menons la droite IL, et dans l’arc LMI, 
exteruepar rapport à l’angle LIN, inscrirons l’angle LMI: 
je dis que LIN sera=LMI; car si LIN est, par exemple, 

> LMI, on pourra construire l’angle LIO = LMI, et 

pour lors le côté lO sera tangent à l’arc IL [dém.] : mais 

entre les deux droites IN, 10, on en peut mener autant 

qu’on veut ; donc il sera possible de conduire plus d’une * 

droite entre un arc IL et sa tangente IN ; ce qui est oon- 

traire à la définitionlll, lir. II: doncLIN=LMI; d’où 

il s’ensuit que la droite NIP doit toucher à la fois, et au 

même point I, les deux arcs IL et LMI. 

Corol. I. Un cercle et une droite ne peurent se tou- 
cher que dans un point. Cette conséquence dérire delà 
proposition précédente et du commencement de la dé- 
monstration. 

a. Toute droite menée par le centre d’un cercle, et 
par le point de contact, est perpendiculaire à la tangente 
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dans ce même point; et toute droite perpendiculaire à 
la tangente au point de contact, doit passer par le centre 
du cercle. 

5 . Toute perpendiculaire A l’extrémité d’un rayon 
est tancente à la circonfiùence. 

‘ 4- ïic peut mener qu’une tangente par an seul 
point de la circonférence. 

VH. lie diamètre est la plus grande de toutes les cor- 
des d’un même cercle. 

Soient AC un diamètre, et AB, BC, deux cordes du 
cercle ABC; l’angle ABC sera droit [2. 4 - corol.] , et par 
conséquent > ACB [ i. 12] ; donc AC > AB [ i. i 5 ]. 

VTII. De deux arcs de cercle décrits avec des rayons 
égaux, et moindres que la demi-circonférence, le plus 
grand est celui qui a une plus grande corde, et la plus 
grande corde sou tend un plus grand arc. 

GA, HD, sont deux rayons égaux, et ABC, DEF, des " 
arcs circulaires moindres que les demi-circonférences 
respectives. Soient menées les cordes AC, DF, et les 
rayons GC, HF. Ces rayons seront égaux. Supposons l’arc 
ABC > DEF ; l’angle AGC sera > DHF [ 1. déf. 8 ], et 
par conséquent la corde AC > DF [ i. 14]. Si l’on sup- 
pose la corde AC > DF, on aura l’angle AGC > DHF 
[ I. 14] > et par conséquent l’arc ABC > DEF [ i . déf. 8 ]. 

Si le plus grand arc étoil une demi-circonférence, la 
corde en serolt le diamètre , et parlant la plus grande [2. 

7 ]; si la plus grande corde étoit un diamètre, l’arc sou- 
tendu serolt une demi-circonférence, et partant le plus 
grand arc [sup. ]. 

Corol. Dans des cercles à rayons égaux , les arcs égaux 
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ont des cordes égalés j et les cordes e'gales soutcndent de, 
arcs égaux. > 

IX. Deux lignes qui touchent une troisième dans un 
point quelconque, sont tangentes entre elles-. dans ce 
même point. 

Supposons que AB, AC, touchent la même ligne AD 
au point A : je dis que AB touche AC au même point. 

Car autrement on pourroit mener entre AB et AC, par 
le point A, deux lignes droites [a. déf. 5 ], et entre ces 
deux lignes autant de droites qu’on voudra: mais de 
toutes ces droites, il en tomberoit deux pour le moins, 
soit entre BA et DA, soit entre CA cl DA j donc les lignes 
AB , AC, ne seroient pas toutes deux tangentes àla même 
droite dans un même point, ce qui seroit contraire à la 
supposition. Donc AB est tangente à AC. 

Corol. I. Les circonférences de deux cercles, qui ont 
un point commun en ligne droite avec leurs centres, 
sont tangentes l’une de l’autre dans ce même point j et 
les circonférences qui sont tangentes l’une de l’autre , 
ont leurs centres en ligne droite avec le point de contact. 

Soit AB la droite qui joint les centres de deux cercles, 
et A le point commun à leurs circonférences. .Si l’on 
mène la perpendiculaire AC par le point A, les deux cer- 
cles toucheront AC dans ce point [a. 6. corol. ] , et par 
conséquent ils s’y toucheront réciproquement [2.9]. 

Soit A le point de contact de deux cercles qui s’y tou- 
chent réciproquement, et B le centre de l’un d’eux. Par 
le point A menez la droite AC perdendiculaire au rayon 
AB ; AC sera tangente de ce cercle au point A [ 2. G. co- 
rol.] : mais les deux cercles s’y louchent réciproquement 
[sup. ]j donc AC sera, aussi tangente de l’autre [2. 9] , 


*. 
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et par consëqnent AB prolongée, devra passer aussi par 

ton centre [ s. 6. corol.]. 

3. Deux cercles ne peuvent se toucher qu’en un seul 
point. 

Supposons, s’il est possible, qu’ils se touchent en 
deux, par exemple en A et B, et tirons la corde AB, di- 
visée également en G par la perpendiculaire CD : cette 
droite prolongée à volonté passera par les centres des 
deux cercles [a. i. corol.], sans rencontrer les'points 
A , B de contact [ contre le corol. précédent] j donc les 
deux cercles ne se touchent qu’en un point» 


* 
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DÉFINITIONS. 

I. Le tout composé de parties e'gales s’appelle mul- 
tiple de chaque partie, et chaque partie sous-multiple 
du tout. 

II. Lorsqu’on compare deux grandeurs quelconques 
en examinant combien de fois la première comprend un 
sons-mulliplc quelconque de la seconde, on nomme 
celle-ci conséquent , et l’autre antécédent. ' 

III. Si plusieurs antécédents et leurs conséquents sont 
tels qu’aucun des antécédents ne puisse contenir un 
sous-multiple quelconque de son conséquent, plus de 
fois que chacun des autres antécédents ne contient un 
équi-sous-multiple de son conséquent, on les nomme 
proportionnels , et on dit que l’un des antécédents est à 
son conséquent, comme chacun des autres antécédents 
est à son conséquent. 

AVERTISSEMENT. 

I. Pour désigner qu’une grandeur A est à une gran- 
deur B, comme une autre grandeur G est à une gran- 
deur D, on écrit A ; B:: G : D. 

II. A -f B, c’est-à-dire, A plus B, marque le tout com- 
posé des parties A et B. 
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lir. A — B, c’csl-ù-(liie, A moins B, marque ce que 
l’on doit ajouter à la grandeur B^ pour composer un tout ► 
égal à A. 

AXIOME. * 

Deux grandeurs inégales étant pro|-)Osées , quelque 
multiple de la plus petite cxce'dera la' plus grande. 

PROPOSITIONS. 

I. Deux grandeurs étant proposées, si de la plus 
grande on retranche non moins de la moitié, et du reste 
non moins de la moitié, et ainsi de suite, on parviendra 
toujours à un reste moindre que la plus petite. 

Soit A > B; quelque multiple de B sera > A [5. ai.]. 

Soit d’abord B+B > A , et C la moitié de A ; on aura 
^ A = C+G, B+B > C+C , et par conséquent B > C. 

Soit B+B+B > A , et désignons par C la moitié de A, 
et par D la moitié de C : on aura A=C+C=D+D 
+D+D < B+B + B ; donc D < B. 

Soit B+B+B+B > A. Retranchons de A la moitié, 
et soit C l’autre moitié j retranchons de C la moitié, et 
soitDl’autre moitié; retranchons de Dla moitié, et soit 
E l’autre moitié : on aura A =E+E+E+E+E+E+E 
+E< B+B+B+B, et par conséquent E < B; et ainsi 
de suite. Mais si à chaque soustraction on retranchoit 
plus de la moitié, le dernier reste scroil encore plus pe- 
tit; donc, etc. 

Corol. Quelque inégales que soient deux grandeurs 
homogènes , on pourra toujours supposer un sous-mul- 
tiple de la plus grande, moindre que la plus petite. 

II. Quatre grandeurs étant proportionnelles, si un an-> 
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U^ccdent est plus graïul que sou conséquent, l’autre an- 
técédent sera aussi plus grand que son conséquent; et si 
un antécédent est plus petit que sou conséquent, l’autre 
antécédent sera plus petit que son conséquent. 

Soit A : B::C: I). Si A , B, ne sont pas égaus, on pourra 
prendre un sous-mnlliple de B, moindre que toute dif- 
férence qui puisse exister entre A et B [3. i. corol.]. Dé- 
signons par E ce sous-multiple, et supposons A > B, et 
F aussi sous-multiple de D que E l’est de B; E entrera en 
A plus de fois qu’en B [const.] : mais F entre en C autant 
de fois que E en A [const. et 5. déf. 5]; donc F entre en C 
plus de fois que E n’entre en B. Mais F entre en D autant 
de fois que E en B [ const. et 3. déf. 5] ; donc F enticra 
en C plus de fois qu’en D, et par conséquent C> D. 

Soit A < B. On trouvera, de la même manière, que F 
entre en C moins de fois qu’en D, et par conséquent C 
< D. 

Corol. Si un antécédent est égala son conséquent, 
les autres antécédents seront égaux à leurs conséquents. 

III. Le plus grand antécédent aura aussi le plus grand 
conséquent. 

Soit A :B::C:D, et A > C. Il y aura une grandeur E 
sous-multiple de B, el<A et<A — C. Supposons F 
aussi sons-multiple de D que E l’est de B; E entrera en 
A plus de fois qu’en C : mais F entre en C autant de fois 
que E en A ; donc C contient F plus de fois que E , et par 
conséquent E> F. Mais B, D, sont équimultiplcs de E 
et F ; donc B > D. 

Corol. Des conséquents égaux ont des antécédents 
égaux, 

IV. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles, on 
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aura chaque antécédent plus son conséquent à son cou* 
séquent, comme chacun des autres antécédents plus son 
conséquent à son conséquent j et si les antécédents sont 
plus grands que leurs conséquents, on aura aussi chaque 
antécédent moins son conséquent h son -conséquent, 
comme chacun des autres antécédents moins son con- 
séquent à son conséquent. Cette proposition est facile 
à déduire de la définition III, liv. III. 

V. Lorsque plusieurs grandeurs seront proportionnel- 
les et homogènes , on aura tous les antécédents pris en- 
semble à tous leurs conséquents, comme chaque anté- 
cédent est à son conséquent. 

Soit A:B::C:D. Je dis que A-t-C:B-|-D::A:B. Sup- 
posons P sous-multiple de B et moindre que A, et Q aussi 
sous-multiple de D que P l’est de B. Si P n’entre qu’une 
' fois en A, et par conséquent Q une seule fois en C [3. déf. 
3] , le tout P-l-Q n’entrera qu’une fois en A-f-C; car l’ex- 
cès de A sur P doit être moindre que P, et celui de C 
sur Q moindre que.Q. De même si P-pP entre une seule 
fois en A, et par conséquent Q-f-Q «ne seule fois en C 
[3. déf. 5] , le tout P-f-P-f-Q-l-Q, ou bien P-f-Q-l-P-f-Q 
n’entrera qu’une fois en A-t-C. On prouvera de même, 
que si P entre trois fois en A, et par conséquent Q trois 
fois en C , le tout P -f-Q n’entrera que trois fois en A-fC j 
et ainsi de suite. Mais P -f-Q est aussi sous-multiple de 
B-f-D que P l’est de Bj [car si l’on suppose B=P-f-P, 
et par conséquent D = Q-f-Q, on a B-f-D = P-f-P-f-Q 
-f-Q=P-f-Q-fP-f Q; si l’on suppose B = P-fP-f-P, et 
Dt=Q-fQ-fQ, on a B-f-D=P-fP-l-P-f-Q-f-Q-}-Q = 
P-t-Q-f-P-f-Q-f-P-f-Q, et ainsi de suite] : donc A-f-C:B 
-f-D::A:B. 
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Soit encore A ;B::E:F; on aura C:D::E:F, et par con- 
séquent C-f-E:D-FF::C:D, ou C:D:;C-|-E:D-|-F ; ou 
bien A :B::C-f-E:D-fF, et par conséquent A-t-C-f-E:0 
•fD-4-F::A ;B. 

Et ainsi de snite. 

Corol. Soient A, B homogènes: on aura A :B:: A :B ,et 
A-f-A:B-(-B:: A :B; ou bien A :B:: A -+-A :B-}-B ; ou A -4- 
A-hA :B-4-B-|-B:: A :B ; et ainsi de suite. D’où il suit que 
deux grandeurs homogènes sont entre elles comme leurs 
équi multiples. 

VI. Deux antécédents et leurs conséquents sont pro- 
portionnels, lorsqu’il est impossible de trouver deux équi- 
multiples des antécédents et deux équimultiples des 
conséquents, de telle manière que le multiple de l’qn 
des antécédents soit plus grand que celui de son consé- 
quent, et le multiple de l’antre antécédent plus petit 
que celui de son conséquent. 

I ' N P O 

A, B, C, D 

E F 

G H 

G-A H 

L 

I-fL M 

Soient A , G les antécédents , B, D les conséquents, et 
E, F deux équi-sous-mulliples quelconques de B, D; si 
A,B,C,D,ne sont pas proportionnels, l’un des sous- 
multiples, par exemple F, entrera en C plus de fois que 
E n’entre en A [3. déf. 3]. Prenons G, II équimultiples 
de E, F, mais à condition que H soit le plus grand mul- 
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ti[)le tle F qui puisse entrer en C j on aura G > A. Soient 
1, L, M, equiuiultiples de A , G — A et II, mais 1 > lî, 
et L> B, et prenons N, O, equimultiples de B, D, à 
condition queN soit > 1, et < 1+L. Puisque I, L, sont 
equimultiples de A et G — A, on trouvera, en raison- 
nant comme nous l’avons fait dans la démonstration pré- 
cédente, que 1 ■+. L est aussi multiple de A -f-G — A, 
c’est-à-dire, de G, que I l’est de A, ou M de II [const.]. 
On aura donc I-fL et M équimulliples de E, F : mais 
et O équimultlples de B, D, sont par cela même équi- 
multiples de E, F, et on a I-J-L>N [const.]; donc 
AI > Oj car E doit entrer en I-l-L plus de fois qu’en W, 
et par conséquent F en M plus de fois qu’en O. Soit P 
aussi multiple de C que I l’est de A , ou M de II : on aura 
P non< M, et par conséquent > O. Il sera donc pos- 
sible de trou ver I, P, équimultiplcs de A ,C; N, O, équi- 
multiples de B, D J 1 < IS [const.] , et P > O [dévn. ]; 
ce qui est contraire à riivpotlièsc : donc F ne sauroit 
entrer en C plus de fols que E en A, et par conséquent 
A:B::C:D [5. déf..')]. 

\II. Quatre grandeurs étant proportionnelles, si l’on 
prend deux, equimultiples des antécédents, et deux équi- 
juultiples quelconques des conséquents, les quatres gran,- 
deiirs qui en viendront seront proportionnelles. 

I M L N 
* E G F H 

A:B::C:D 
P Q 
R 
S 

Soient A:C::C:D ; E, F, equimultiples de A, C; 
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I ^Ljéquîmulliplcs de E, Fj G,II,equimulliple.sdeB, D, 
et M, N , équimuhiplcs de G, H : je dis que I sera > M, 
toutes les fois que L sera > N ; ou I < M , lorsque L < N. 

Supposons I>M, et P, Q, équi-sous-mulliplcs de B, D, 
mais à condition que P, moindre que A , puisse entrer 
dans la moitié de I — M plus de fois que A n’entre en I. 
Prenez R multiple de P, moindre que A, sans titre < 
A — R J et S aussi multiple de R que I l’est de A. 
Retranchant R de I autant de fois que A entre en I, 
la somme de tous les restes sera moindre que la moi- 
tié de I — M [const. ] : donc I — S moindre que la 
moitié de I — M, et par conséquent S plus grand que 
la somme de M plus la moitié de I — M. P entrera donc 
en S plus de fols qu’en M: mais il est facile de dé- 
montrer que Q ne peut pas entrer en L moins de fois 
que P en S; donc Q entrera en L plus de fois que P en 
M , et par conséquent Q en L plus de fols qu’en N j d’où 
il s’ensuit que L>N, lorsque I > M. On démontrerolt 
de même L < N, lorsque I < M : mais I , E , sont équl- 
multiples de E, F, et M, N, équimultiples de G, II; 
donc E:G::F:II. 

VIII. Si plusieurs grandeurs’ sont proportionnelles, 
chaque conséquent sera à son antécédent, comme cha- 
que conséquent est à son antécédent. 

EGF II GEHF 

A,B,C,D B,A,D,G 

Soit A:B::C:Dj je dis que B:A::D:C; car supposant 
E, F, équimultiples de A,C,etG, H, équimultiples de 
B,D, on aura E;G::F:H [3. 7] , et par conséquent E 
> G , lorsque F > H , ou bien E < G , lorsque F < H 
[3. 2]: donc B:A::D:C[3. 6]. 


» 
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IX. Si plusieurs grandeurs proportionnelles sont ho> 
mogènes, les antécédents seront entre eux comme leurs 
conséquents. 

Soit A :B::C:D des grandeurs homogènes : je dis que 
A:C::B:D. 

E G F H 
A, C, B, D 

Prenant E, F éqiiimultiples de A, B, et G, H équi- 
multiples quelconques de C, D, on aura E:F::A rB', et 
G :II::C:D [5. 5. corol. ] ; mais on a A ;B::C;D [sup.] ; 
dune E:F:;G :II J et par conséquent E>F on E<F, 
en même temps que G > II, ou G < H : donc A : C:: 
B:D. 

X. Soit dans une série de grandeurs la première è la . 
seconde, la seconde à la troisième, la troisième à la 
quatrième, et ainsi de suite, comme dans une autre 
série de grandeurs la première à la seconde, la seconde 

à la troisième, la troisième à la quatrième, et ainsi de 
suite; je dis que la première et la dernière de la pre- 
mière série seront entre elles, comme la première et la 
dernière de la seconde. 

Dans les séries A , C , E, et B , D, F, soit A:C:;B:D, 
et C:E::D:F : je dis que A :E::B:F. 

R 

Y X T 

A, C, E 

B, D, F 

Z V S 

Q 

Soient Y,Z équimultiples quelconques de A, B ; X,V 
équimultiples quelconques de C, D; T, S équimultiples 
quelconques de E, F, maisT plus grand, ou plus petit 


« 
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que Y J et supposons R , Q équi-sous-muhiples de X, V, 
mais R moindre que Y, et moindre que T, et moindre 
que l’excès de T sur Y , ou de Y sur T. Puisque A ;B:; 
C:D, on aura aussi Y :X :: Z ;V, et X;T:: V : S [3. 7] ; 
donc T:X::S:V [3.8]. 

Supposons Y > T; R entrera en Y plus de fois qu’en T 
[const. ] : mais Q doit entrer en Z autant de fois que 
R en Y , parce que Y : X :: Z ; V [3. dëf. 3 ] j donc Q 
entre en Z plus de fois que R en T : mais Q entre en S 
autant de fois que R en T, parce que T:X::S: V [ déf. 3. 
dém.] ; donc Q entre en Z plus de fois qu’en S, et par 
conséquent Z > S,lorsque Y>T.On trouveroit de même 
S > Z, lorsque T > Y j donc A:E:;B:F [ 3. 6]. 

Dans les séries A, G, E, G J B, D, F, H, soilA:C:;B:D, 
C:E::D:F, et E:G:;F:H : je dis que A:G::B :H ; car 
les deux séries A, G, E; B, D, F, donnent A:E::B:F 
[dém.] J donc les séries A;E,GjB,F,H, donneront 
de même A:G::B:H. 

Et ainsi de suite. 

XI. Si dans une série de grandeurs la première est à 
la dernière, la seconde à la dernière, la troisième à la 
dernière , et ainsi de suite, comme dans une autre série 
la première est à la dernière, la seconde à la dernière, la 
troisième à la dernière, et ainsi de suite -, je dis que tous 
les termes de la première série pris ensemble, moins le 
dernier terme, seront au dernier terme, comme tous les 
termes de la seconde pris ensemble, moins le dernier 
terme, sont au dernier terme. 

Dans les séries A , E, B j G, F, D, soit A :B:: G :D, et 
E:B::F :Dj on aura aussi B:E::D:F [3. 8], et par con- 
séquent les deux séries A, B, E, et G, D, F, donneront 
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A:E::C:F [3. lo] : donc A+E:E::C+F:F [3. 4]; 
donc les séries A+E, E, B, cl C+F, F, D, donneront 
A +E:B:;C + F :D [ 3 . lo]. 

Soient A, E,G,B, et C, F, H, D,les séries; on aura 
A +E:B:: C+F :D [dém.] : donc les séries A +E, G, B, 
et C+F, II, D, donneront aussi A+E+G :B;:C+F +II 
:D. 

Ainsi de suite. 

Corol. Si deux, antécédents sont équimultiples de leurs 
conséquents , les quatre grandeurs seront proportion- 
nelles. 

Par la définition III de ce liv. III, on a A:A::B:B; 
donc les séries A , A , A, et B, B, B, donneront A-f-A 
:A::B-|-B:D. On déduira de même des séries A, A, A, 
A, et B, B, B, B, A-j-A-l-A;A;:B-j-B-4-B;B« 

Ainsi de suite. 
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LIVRE IV. 


DÉFINITIONS. 

i. Ce chiffre i , ou le mot un, ou le nom d’unité^ 
désigne la grandeur dont on se sert pour en déterminer 
une autre du même genre, en examinant combien de 
fois l’une d’entre elles contient quelque sous-multiple 
de l’autre. 

II. L’unité et les grandeurs qu’on compare avec elle, 
suivant la définition précédente, s’appellent nomlres; 
l’uni té et ses multiples sont des nombres entiers-, le 
multiple d’un sous-multiple quelconque de l’nnité s’ap- 
pelle fraction, ou nombre fractionnaire i et la gran- 
deur qui n’est multiple d’aucnn sous-multiple de l’unité, 
est un nombre sourd ou irrationnel. 

III. Tout nombre qui est à l’unité comme un anté- 
cédent quelconque est à son conséquent, s’appelle le 
rapport de cet antécédent à son conséquent , ou raison 
qu'il J- a entre cet antécédent et son conséquent. 

lY. Diviser une grandeur par une autre du même 
genre, c’est déterminer le rapport de la première à la 
seconde. Diviser une grandeur par un nombre proposé, 
c’est trouver une autre grandeur qui soit à la première 
comme l’unité est au nombre proposé. En pareils cas, 
la grandeur à diviser s’appelle dividende; la grandeur 
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ou le nombre proposé , diviseur; et le nombre on la 
grandeur demandée, quotient. On désigne un quotient 
en soulignant le dividende, et en l’écrivant au-dessus 
du diviseur. Le quotient ainsi indiqué, prend quelque- 
fois le nom de fraction, ou de nombre fractionnaire ; et 
pour lore le dividende s’appelle numérateur ; et le divi- 
seur, dénominateur, 

V. Le quotient prend encore un antre nom , lorsque 
l’unité en est le dividende; dans ce cas, on l’appelle 
Y inverse, ou le réciproque du diviseur. 

VI. Multiplier une grandeur par un nombre, c’est 
chercher une autre grandeur qui soit à la proposée 
comme le nombre est à l’unité. La proposée se nomme 
multiplicande ; le nombre , multiplicateur ; et la gran- 
deur demandée, produit. Le multiplicande et le multi- 
plicateur sont les facteurs du produit. Le produit de 
deux facteurs multipliés par un nombre, ou le produit 
de deux nombres multipliés par une grandeur, s’appelle 
produit de trois facteurs ; le produit de trois facteurs 
par un nombre, on le produit de trois nombres par une 
grandeur, s’appelle produit de quatre facteurs, et ainsi 
des antres. On indique un produit de plusieurs facteurs, 
en les écrivant de suite, et de gauche h droite, ou bien 
en mettant entre eux le signe X , lorsque cela devient 
nécessaire pour éviter tonte confusion. 

VIL Le produit de plusieurs rapports s’appelle rap- 
port composé, ou raison composée de ces rapports ; le 
produit de deux rapports égaux s’appelle raison dou- 
blée de chacun de ces rapports ; et chaque rapport, rai- 
son sous-douhlée du produit; le produit de trois rap- 
ports égaux s’appelle raison triplée de chacun de ces 
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rapports; et chaque rapport, rawo/i foiM-Irÿfc'e du pro- 
duit, et ainsi de suite. 

YIII. Le produit de deux facteurs égaux est le carré 
de chacun de ces facteurs , et chaque facteur s’appelle 
racine carrée du produit; le produit de trois facteurs 
égaux est le cube de chacub de ces facteurs, et chaque 
facteur est la racine cubique du produit; le produit de 
quatre facteurs égaux est le carré carré de chacun des 
facteurs, et chaque facteur est la racine carrée carrée éa. 
produit; le produit de cinq facteurs égaux est le carré 
cubeàe chacun des facteurs , et chaque facteur s’appelle 
racine carrée cubique Au produit; le produit de six fac- 
teurs égaux est le cube cube de chacun des facteurs; 
et chaque facteur, racine cube cubique du produit, et 
ainsi de suite. 

VIII, Deux on a est égal à i -f-i ; trois on 3=a-l-i; 
quatre ou 4 = 3-1 - 1 ;cinq on 5 = 4 + * > ®**6 = 5-l-i ; 

sept ou ■j= 6 -l-i; huit ou 8=7 -f-i; neuf on 9 = 8 -l-i; 
zéro on o=rien. 

Chacun de ces chiffres, lorsqu’ils sont écrits de suite, 
et de droite à gauche, est censé ne représenter que la 
dixième partie de ce qu’il vandroit an rang immédiat à 
gauche ; et on fixe , par le moyen d’une virgule placée 
immédiatement à droite , le rang où chaque chiffre ne 
doit valoir que ce que son nom indique, à moins que 
ce rang ne soit le dernier à droite, la Virgule devenant 
alors superflue. 

Exemple. Dans l’expression 3a5,74 le 5 ne vaut que 
cinq unités; le a, s’il étoit au rang du 5, ne vandroit, 
à cause de la virgule, que deux unités, ce qui ne seroit 
que la dixième partie de sa valeur actuelle ; donc, ù la 
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place où il est, il doit valoir dix fois deux unite's, on, 
ce qui revient au même, deux fois dix unitds, ou deux 
dizaines, on vingt unités; le 3, au rang immédiat à 
droite , ne vaudroit donc que trois dizaines ou trente 
unités; donc, à la place où il est , il doit valoir dix fois 
trois dizaines, ou trois cents unités, ou bien trois cen- 
taines d’unités. On aura donc, pour la partie 525, trois 
cent vingt-cinq unités. Le 7 , au rang du 5, vaudroit sept 
unités; donc, là où il est, il ne doit valoir que sept 
dixièmes ; le 4 , au rang du 7 , devroit donc valoir quatre 
dixièmes; donc sa valeur actuelle ne peut être que de 
quatre centièmes. On aura donc, pour l’expression to- 
tale , trois cent vingt-cinq unités sept dixièmes et qua- 
tre centièmes parties de l’unité. 

Observant que chaque dixième vaut cent centièmes, 
et que sept dixièmes valent, en conséquence. Soixante- 
dix centièmes, on pourra lire la partie décimale, en di- 
sant: soixante-quatorze centièmes. 

Observant encore que chaque unité contient cent 
centièmes, que chaque dizaine en contient mille, et 
chaque centaine, dix mille, on pourra lire l’expression 
325,74, en disant: trente-deux mille cinq cent soixante- 
quatorze centièmes. 

Cet exemple servira de règle dans tons les cas sem- 
blables. 

Pour faciliter la prononciation des nombres compo- 
sés de beaucoup de chiffres , on est convenu de dire mil- 
lion, an lieu de mille fois mille; billion, an lieu de 
mille millions ; trillion , au lieu de mille billions, et ainsi 
de suite. Il est donc clair qu’en partageant un nombre 
quelconque en tranches de trois rangs, en commençant 
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par le dernier cliiffre à droite , les millions se trouTC- 
ront au premier rang snr la droite de la troisième tran- 
che ; les billions , an premier rang snr la droite de la 
quatrième tranche, et ainsi de suite. 

Par exemple, le nombre a5 456 789 a34 565 456 
vaudra vingt-trois quatrillions, quatre cent cinquante-six 
trillions, sept cent quatre-vingt-neuf billions, deux cent 
trente-quatre millions, cinq cent soixante-cinq mille, 
quatre cent cinquante-six uni tes. 

L’emploi des zéros se voit dans les exemples suivants: 
a4oo5 = vingt-quatre mille cinq unités. 
34oo5o=deux cent quarante mille cinquante unités. 
0,3 = trois dixièmes. 
o,o5= trois centièmes. 
o,oo5 = trois millièmes. 
o,ooo3o3 = trois cent trois millionièmes. 

AVERTISSEMENT. 

On désigne le produit de deux facteurs 3 et A [4- déf. 
7 ] , en écrivant AX3,ou3XA,ou simplement 3 A ; 
mais jamais A 3. En pareils cas, le multiplicateur prend 
le nom de coefficient. 

PROPOSITIONS. 

I. Trouver la somme de plusieurs nombres donnés, 
c’est-à-dire , trouver un nombre qui soit égal à plu- 
sieurs nombres écrits selon la définition IX, liv. IV. 

En voici le procédé et la démonstration. Pour ajouter 
ensemble les nombres donnés 3056,07 j 929,63 o,oo5^ 
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et 78,71g, on écrira d’abord lesnns au-dessous des aur 

très, comme on le voit ici : 

ao56,07 

o,oo 5 

78,7*9 

3044,293 

en plaçant les nnitds sons les nnités, les dizaines et les 
dixièmes sous les dizaines et les dixièmes, les centaines 
et les centièmes sous les centaines et les centièmes, ainsi 
du reste. On tirera ensuite nn trait horizontal au-dessons 
du nombre inférieur, et on commencera l’opération par 
la première colonne à droite, en disant : 3 pins 9 font 12 
millièmes, c’est-k-dirc, 10 millièmes plus 2 millièmes, ce 
qui fait I centième plus 3 millièmes j on écrira donc 2 
sous les millièmes, en retenant i centième qu’il faudra 
ajouter à la colonne rcspectire , en disant: i plus 7 plus 
r I font 9 centièmes ; on pose 9 sons les centièmes, et on 
lie retient rien. La colonne immédiate donne 12 dixiè- 
mes, c’est-à-dire, i unité plus 2 dixièmes; on pose donc 
2 et on retient 1. La colonne immédiate, en y ajoutant 
l’i , donne 24 unités ; je pose 4 et retiens 2: le 2 ajouté 
à la colonne snirante donne i4 dizaines ; je pose 4 
et retiens i: l’i ajouté à l’immédiate donne 10 cen- 
taines; je pose O et retiens i : l’i et 3 font 3 que je 
pose au rang des mille; et puisque le nombre 3 o 44,^93 
contient toutes les parties des nombres proposés , je con- 
clus qu’il en est la somme. 

Corol. Pour additionner les nombres complexes , par 
exemple, 14 toises, 3 pieds, 5 ponces; 2 toises, 5 pieds, 
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7 ponces; et 8 toises, 4 pieds, 8 ponces, on suit à peu 
près le même procédé : 

1 4 tpises 3 pieds 5 ponces. 

2 ‘ 5 7 

8 4 8 

26 toises 1 pied 8 pouces. 

On commence aussi par les e'crire les uns au-dessous 
des autres, en plaçant les unités de la plus petite espèce 
sons la première colonne à droite, les immédiates sous 
la seconde, et ainsi de suite; et puis on dit; 5 et 7 font 
12 et 8 font 20 pouces, c’est-à-dire, i pied et 8 pouces: 
on pose 8 et on retient i ; i et 3 font 4 et 5 font 9 et 4 
font i 3 pieds, c’est-à-dire, 2 toises et 1 pied : on pose 
donc I et on retient 2; 2 et i 4 font 16 et 2 font 18 et 

8 font 26, et on aura 26 toises, i pied et 8 pouces pour 
la somme demandée. 

II. Deux nombres écrits selon la définition IX , liv. IV, 
étant donnés, retrancher l’un de l’autre, c’est-à-dire, 
trouver l’excès du plus grand sur le plus petit. 

Soient 7288036 et 537242 les nombres proposés : 
7288036 
537242 

6750794 

Mettez le plus petit au-dessous du plus grand, les 
unités sous les uni tés, les dizaines sous les dizaines, etc. , 
et puis ôtez les unités des unités, les dizaines des dizai- 
nes, et ainsi de suite. I.orsqu’un des chiffres supé- 
rieurs n’est pas assez grand , on peut lui ajouter une 
dizaine; mais alors, pour compenser cette addition, il 
faudra supposer que le chiffre immédiat à gauche du 
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nombre infcricar a etc augmenté d’autant; car la dif- 
férence entre deux, grandeurs quelconques ne change 
pas, lorsqu’on ajoute à l’une et à l’antre une même 
grandeur. Cela pose, je dis: a ôté de 6, reste 4 ; je pose 
4 unités : le 4 ôté du 3 , cela ne se peut; mais le 4 
de i 3 , reste 9; je pose 9 dizaines et retiens 10 dizaines 
que j’ai ajoutées à 3 , ou bien i centaine que j’ajouterai 
aux a centaines inférieures, en disant: i et a font 3 cen- 
taines; 3 ôté de O, cela ne se peut; mais 3 ôté de 10, 
reste 7 centaines que je pose, et retiens 10 centaines ou 
I mille que j’ajoute de même an nombre inférieur, eu 
disant ;i mille et 7 font 8; 8 retranché du 8 supé- 
rieur, reste o que je pose: le 3 inférieur ôté du8corres-. 
pondant, reste 5 que je pose : le 5 immédiat retranché 
du 2 correspondant, cela ne se peut; ruais 5 retranché 
de 12, reste 7 dizaines de mille que je pose, et retiens 
10 dizaines de mille, ou too mille, et ainsi de suite. 
On aura donc, pour la différence demandée, 6750794. 

Soient 86,7 et 0,936 les nombres proposés. 

Le plus grand 86,7 est égal a 86,700, parce que 7 
unités valent 700 milliènies [4. déf. 9]. On pourra 
donc, dans tons les cas semblables, faire en sorte que 
les deux nombres proposés aient le même nombre de 
décimales, sans en changer la valeur. Opérant ensuite 
comme dans l'exemple précédent , on aura : 

86,700 

0,925 

85,775 

Corot. I . La soustraction des nombres complexes se 
fait h peu près de la même manière. Pour retrancher. 
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par exemple, i8 toises, 4 pieds et 7 pouces du nom- 
bre complexe 20 toises , 3 pieds , 2 pouces , 

20 toises 5 pieds 2 pouces, 

4 7 

I toise 4 pieds 7 pouces. 

on observera que 7 est > 2 : on ajoutera donc 12 à 2, 

c’est-à-dire, i pied ou 12 ponces à 2 deux pouces , ce qui 
fait 14 pouces , et puis on dira: 7 ôte de i4, reste 7 que 
l’on posej et pour compenser l’addition precedente, on 
ajoutera egalement i pied au nombre inferieur : i et 4 
font 5 ; 5 6té de 3 , cela ne se peut j mais opc'rant de la 
même manière, j’ajoute une toise, c’est-à-dire, G pieds 

• à 3 , ce qui fait 9 pieds j 5 ôte' de 9, reste 4 qtJe je pose; 
et pour compenser l’addition pre'cèdente, j’ajoute egale- 
ment une toise au nomltre inférieur, en disant: i et 18 

‘ font 19 ; 19 ôté de 20, reste i que je pose, et je trouve i 
toise, 4 pieds et 7 pouces pour la différence demandée. 

2. Pour découvrir l&s erreurs qui peuvent se glisser 
dans des opérations de cette espèce, on n’aura qu’à 
ajouter la différence an plus petit des nombres propo- 

• sés- car cette addition doit reproduire le plus grand. 

3 . La soustraction peut servir de différentes manié* 
res, pour vérifier la somme : en voici un exemple 1 

423i 

7092 

6538 

17861 
001 lO 
QO 
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Supposons qu’en additionnant les nombres 4a3i, 7092, 
6558, on ait trouvé 1 78G1. Pour vérifier cette somme, on 
n’aura qu’à en retrancher la somme de chaque colonne, 
en répétant l’opération , non pas comme la première fois, 
mais de gauche à droite, et de bas en haut: ainsi, 6 
et 7 font i3 et 4 font 175 17 ôté de 17, reste rien; je 
pose 00 et retiens 861 : 5 et 2 font 7; 7 ôté de 8, reste i; 
je pose I et retiens 161 , reste de la somme totale: 3 et 9 
font 12 et 3 font i5; i5 ôté de 16, reste i ; je pose i et 
retiens 1 1 ; et puisque ce dernier reste est égal à i 
plus 2 plus 8, somme de la dernière colonne à droite, 
il est très-vraisemhlahle que l’opération est exacte. 

III. Mêmes facteurs donnent un même produit, quel 
que soit l’ordre des multiplications. 

Soient a ,h , deux nombres quelconques : je dis que a 
multiplié par h donne le même produit que h multi- 
plié par a; car prenant a pour multiplicateur, on aura 
ab:b:-.a:i [4- déf. 7 et 3], et par conséquent ab\a‘.:b:i 
[3. g] ; d’où il suit que le même nombre ab est le pro- 
duit des facteurs a, b, en prenant b pour multiplicateur 
[4. déf. 6 et 5]. 

Soit G une grandeur quelconque , et u, ô , deux nom* 
bres : je dis que oGXô = ôG Xû= aôXG. Prenant a 
pour multiplicateur, on auraaX ôG : bG ::a: i [4. déf. 7] , 
et ab‘.b::n:i [dém.] : donc a'XbG:bG‘.:ab:b. Pre- 
nant b pour multiplicateur, on aura ôG:G::ô: i ; donc 
les deux séries 

oXôG, ôG, G 

ab , b, I 

donneront aXôG:G::flô:i [3. 10]: mais prenant ab 
pour multiplicateur, on a aussi aby,G:Grv.ab’.i [dém.]: 
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donc flX^G:G::aiXG:G, et par conscqnent oX^G 
s=ûiXG. 

La même démonstration aura lien, qnel qne soit le 
pombre des facteurs. 

IV. Deux nombres e'crits selon la définition IX, liv. 
IV, étant donnés, multiplier l’un par l’autre. 

Supposons d’abord des nombres entiers et sans zéros 
vers la droite, tels que 40728 et Go53. Prenez pour 
multiplicateur celui qui aura le moins de chiffres 
significatifs, et placez-le au-dessous de l’autre, comme 
on le Toit ici ; 

40728 

6o55 

122184 ■ 

2o5G4o 
244 5G8 

24G526584 

puis TOUS direz: 5 fois 8 font 24 ; je pose 4 et retiens 
20, ou 2 dizaines; 5 fuis 2 dizaines font 6 dizaines 
et 2 font 8 que je pose sous les dizaines; 5 fois 7 
centaines font 21 centaines; je pose i et retiens 20, 
pu 2 mille, que je pose de suite, vu qu’il n’y en a 
point dans le multiplicande; 5 fois 4 dizaines de mille 
font 12 qne je pose au rang qui leur convient, et 
TOUS aurez 122184 pour le triple du multiplicande. 
Continuant d’opérer de même, répétez cinq fois cha- 
que chiffre du multiplicande, et vous aurez 2o364o 
qne vous poserez sous le dernier produit, en avançant 
d’nn rang vers la gauche. Par ce moyen , le nombre 
2 q364o deviendra dix fois plus grand : mais il valoit 


Digilized by Google 



44 PRINCIPES MATHÉMATIQUES, 

déjà cinq fois le miillipücande j donc il vaudra actuelle- 
ment 5o fois ou 5 dizaines de fuis le multiplicande 
[4- déf. <>]. Répétez encore six fois chaque chiffre du 
multiplicande , et vous aurez 244^6H que vous pose- 
rez sous le dernier produit, en avançant de trois rangs 
vers la gauche. Par ce moyen , il viendra looo fois plus 
grand : mais il étoit déjà le sextuple du multiplicande ; 
donc il le vaudra maintenant 6ooo fois. 11 est donc clair 
que la somme totale 2465a6584 contient ou doit con- 
tenir Go53 fois le multiplicande 40728; d’où 2465a6584 
: 40728 6o55 : i [ 5. 4- corol. ] , et par conséquent 
240326584 = 6055x40728 [4- dcf. 6]. 

Quand il y a des zéros vers la droite des facteurs, on 
peut faire la multiplication comme s’il n’y en avoit 
point, et ajouter ensuite, vers la droite du produit, au- 
tant de zéros qu’il y en a dans les deux facteurs. Soit, 
par exemple, 20000 à multiplier par 5ioo: trouvez 
2ÔX5i =i 173; et 1 17300000 sera le vrai produit; car 
25 ooo X 5ioo est=25X >ooo X 5i X ioo = 23 X 5i X 
loooX 100 [4. 5] = i 173X loooX too= 1 175X 100000 
= 1 1 7000000. 

On trouvera de même , que lorsqu’il y a des décima- 
les dans les deux faetenrs, on peut effectuer la multi- 
plication comme s’il n’y en avoit point, sauf à marquer 
dans le produit , par le moyen de la virgule , autant de 
rangs de décimales qu’il y en a dans les deux facteurs. 

V. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles, le 
rapport de chaque antécédent à son conséquent sera 
égal à celui de chacun des autres antécédents à son con- 
séquent ; et si le rapport de chaque antécédent à son 
conséquent est égal à celui de chacun des autres antécé- 
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dents à son conse'quent, les grandeurs seront propor- 
tionnelles. 

A 

Soit A :B::C:D. Désignant par-g-le rapport de A àB^ 

C A 

et par ^ celui de C à D [4. déf. aura-^ : 1 ::A :B, 


et 


et-g-: 1 ::C:D [4. déf. 4 ] > d’où l’on tire-g-: 1 

A C -, 

par conséquent -g- = coroi. J. 

AC A 

Supposons OD aura A;B::-g-: I [ 4 - déf. 4 ], ou 

C . C 

A:B::-g-; I [snp.] :mais il estaussiC:D::-^; i [4. déf. 4 ]; 

donc A:B::C:D. 

yi. Le produit est égal au multiplicande , tontes les 
fois que l’unité en est le multiplicateur. 

VII. Toute fraction est égale à son numérateur , lors- 
que l’nnilé en est le dénominateur. 

VIII. Si le numérateur et le dénominateur sont égaux^ 
la fraction est égale à l’unité. 

IX. Tout dividende peut être regardé comme un pro- 
duit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs. 

Ces quatre propositions sont faciles h déduire des dé- 
finitions respectives. 

X. Toute fraction qui a pour dénominateur un nom- 
bre quelconque, est égale à son numérateur multiplié 
par le réciproque de ce même nombre. 

Soit n un nombre, et G une grandeur quelconque : on 
C 1 

aura — ;G:: i :ri , et i :n;: — : i f 4. déf. 41 : mais il est 
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aussi — — ’• I [4- i donc — ; G:: — XG;(îi 

n n'' n n ' 

et par consëqneot — = —X G [5.3. coroï. ]. 

XI. Former une fraction qui soit le produit de dedft 
fractions proposées, lorsque le numérateur et le déno- 
minateur de l’une d’entre elles sont des nombres quel- 
conques. 

Q 

Soient a, h, deux nombres, et une fraction quel- 

• ï. ® ^ G aC , a , 

conque : je dis que -yX étant = 

Q 

etC = ^ D[4. 9 ], on a 

Cl C 

et par conséquent aC-bJiv. i [ 4 > déf. 6 ] j donc 

|§ = ^X§[4.déf.4]. 

XII. Diriser une fraction par une fraction. 

A C 

Soit ^ le dividende, diviseur, et C, D, deux 
grandeurs homogènes: on a ^X-^î ‘ [ 4 * déf. 


— — I •— et 
C ’ B ■ D ' 


6 ]::D;C;; i ; ^[ 4 . déf. 4.]j donc^X ^ ^ 

, ACAD , 1 J. -A- 

par conséquent -jj'.s ^X ^ ^ est-a-aire, que -g- 

C AD 

divisé par -g- doit donner g-X -jg- [ 4 - déf. 4 ]- 

‘E F 

Soit — le dividende: — le diviseur: E, F, deux gran- 
m n / ' ' « 
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deurs homogènee , elm, n, deux nombres quelconques. 
El F I 

Puisque — = — E.et — = — F U. lo], on aura 
^ m m n n '■ 


-E 


— E 


772 


77272 ^ 772 

J_F ~ ^ J_F 

72 72 


divisé par — . 


[4.6]: 


77272 E .p „ 

1 ^ 772 F 772 

77272 1? 

72 


Corol. I. Soit que l’on introduise ou que l’on sup- 
prime un même facteur dans le numérateur et dans le 
dénominateur d’une fraction proposée, la nouvelle frac- 
tion qui en résultera doit être égale à la proposée. 

a. Plusieurs fractions étant proposées, on pourra les 
réduire à la même dénomination, toutes les fois qu’il 
sera permis de multiplier le numérateur et le dénomi- 
nateur de chaque fraction par le produit des dénomi- 
nateurs des autres. 

Soient, par exemple , les fractions ~ , à ré- 

duire à la même dénomination. 

A dfA C hfC E bdE 

W’ f 


On aura 


b bdf ’ d~~ dbf ’ f ~ fbd 
XIII. Trouver la somme de plusieurs fractions. 

B G D 

Soient — , —, —, les fractions, et A, B, C, D, des 
iV A A 

grandeurs homogènes entre elles : je dis que 

A A A 

B-f-C-hD ‘ 


B C D 

Dans les séries B, C, D, A, et —, -r , 
' ' A A A 


I, on a 


Digilized by Google 



/ 


48 


B 


PRINCIPES MATHEMATIQUES, 
D 


B:A::^ : i; C:A::^: i ; D:A::^ : i [4- déf. 4] ; ce qui 
fi G D 

donne B + C + D;A:;^4- ^ X " * ^ 


B + C + D 
conséquent ; 


T + T" + T t4- def. 4]. 


F G lî 

Soient — , — , — , lés fractions propose'es, F, G, 
c c c 

des grandeurs homogènes , et e un nombre quelconque. 

F G H ■ 

On aura F : — ::e: i ; G: — :ie:i : H : — ::e : i : donc 
e e ’ e 

F G H 

F + G + H ; 1 1 r.eii [3. 5],etparconséqüent 

C C € 

F + G + n F .G , H ,, J.,. ,, 

= h — + — [4- «ef. 4]. 

e eee 

Si les fractions proposées n’ont pas des dénomina- 
teurs égaux, on commence par les réduire à la même 
dénomination, et on procède ensuite à l’addition. 

XIV. Deux fractions étant proposées, soustraire de 
la plus grande la plus petite. 

fi 

Soit B > C , et la fraction ~ i soustraire de — : ie 

A A ' * 

,. B C B— C 

d.sque---=-^; 

Car + rend— [ 4 - 

Si les deux fractions ont des dénominateurs diffe’- 
fenls, il faut les réduire au même dénominateui' ayanï 
d’effectuer la soustraction. 

XV. Si le dénominateur d’une fraction est un nom- 
bre entier , le numérateur sera aussi multiple de la frac- 
tion qne le dénominateur l’est de l’unité; et si le nume'- 
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rateur ainsi qnc le dc'nominaléor sont des nombres en- 
tiers^ la fraction sera aussi multiple du réciproque du 
dénominateur, que le numérateur l’est de l'unité. 

Soit A une grandeur quelconque, et b multiple de 

A 

l’unité. Prenant M aussi multiple de-^que h l’est de i, 

A A 

on aura : i [5. 1 1. corol.] : mais A: i : i f4* 

A A 

déf. 4]; donc A:-^, et par conséquent M=A 

[3. 3. corol.]. 

A I 

Supposons A multiple de l’unité : oü aura = —A 

[4. lo], et ^ • * [4- 0“ X'T ' * 

A . . I 

[3.9]; donc sera aussi multiple de que A l’est des 
[3. 5. corol. ]. 

Scholie. Il suit de la proposition précédente que —, 


par exemple, représente la moitié de A j le tiers de A j 
^le quart, ainsi de suite. La fraction sera donc 

4 ^ 

3 

le tiers de a, ou les deux tiers de i j sera le quart do 


3, ou les trois quarts de 1 ; y la cinquième partie de 4/ 

ou quatre cinquièmes parties de i , ainsi de suite. 

XVI. Deux nombres étant écrits selon la définition 
IX, liv. IV, diviser l’un pai l’autre. 

4 
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Dans l’expression du dividende marqnez le rang o!i 
■dcvroit être placée la virgule , pour rendre le divi- 
•dende non moindre que le diviseur, mais plus petit que 
îede'cuple du diviseur; à cette place, que vous aurez 
soin de marquer, soit de tête, soit en mettant des zéros 
à la suite du dividende, écrivez le chiffre qui contient 
rnnlté autant de fois que le fictif dividende contient le 
diviseur. Ce chiffre, dont la valeurlocale se trouvera fixée 
par le rang du dividende auquel il doit répondre, sera 
le premier caractère significatif du quotient, en comp-> 
tant de gauche à droite. Retranchez ensuite du divi> 
dende le protlult de ce premier chiffre, multiplié par le 
diviseur; le reste, s’il y en a, sera on second dividende 
partiel, dont vous vous servirez, comme du premier, 
pour trouver le second chiffre du quotient. Continuez à 
■opérer de même jusqu’à ce qu’il n’en reste rien, ou 
jusqu’à ce que vous parveniez à un dernier dividende 
que vous puissiez négliger sans erreur considérable. 
Dans le premier cas, le quotient sera exact; dans le 
second , il ne sera qu’approché ; car en le multipliant 
par le diviseur, on aura le dividende exactement, ou à 
peu près. 

Exemple. Soit 34^526,584 à diviser par 407 , 38 . Sup- 
posons que le quatrième rang du dividende , en comptant 
de gauche à droite, soit celui des unités, ce dividende 
supposé excédera toujours le diviseur sans en être le dé- 
cuple; donc le chiffre qui contiendra l'unité autant de 
fois que ce dividende contient le diviseur, ne saurait 
contenir l’unité plus de fois que le premier, ou les deux 
premiers chiffres à gauche du dividende, ne contiennent 
le premier chiffre à gauche du diviseur; car autrement 
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ie produit do quotient par le dÎTiseor viendrolt plu 8 
grand que le dividende. Or, puisque 4 entre 6 fois dans 
24 , il est probable que 6 soit le premier chiffre à gau- 
che du quotient : on pourra donc s’en assurer de la ma- 
nière abrégée que l’on voit ici : 

6 

407,281246526,584 

0021 58 

Il faudra multiplier 6 par le diviseur 407,28, et retran- 
cher du dividende le produit, au fur et à mesure qu’on 
le trouve. Ainsi 6 fois 8 font 48; 48 6 té de 6 du divi- 
dende, cela ne se peut; j’ajoute donc 5 o an dividende, 
et je dis : 48 de 56 , reste 8 ; je pose 8 et retiens 5 o, ou 
5 unités du rang immédiat à gauche, que je dois ajou- 
ter au produit suivant, pour compenser l’addition que 
l’on vient de faire : 6 fois 2 font 12 et 5 de retenu, font 
1 7 ; 1 7 ôté de 22 , reste 5 ; je pose 5 et retiens 20, ou 2 
du rang immédiat: 6 fois 7 font 4^ et 2 de retenu 44> 
mais 44 de 45 , reste i ; je pose donc i et retiens 4: 
mais le rang immédiat du diviseur ne fournit aucun 
produit; je n’ai donc que 4 è- retrancher de 6, et je pose 
le reste 2 : 6 fois 4 font 24 ; 24 retranché de 24, reste 
rien ; je pose donc 00 sous 24. 

Continuant à opérer de même sur le reste 2158 , 584 / 
comme un le figure ici , 

o 5 

407,28121 58,584 

0122,18 

on trouvera 5 pour le troisième rang du quotient, et 
rien pour le second , en comptant de gauche à droite s 
on pose donc o au second, et 5 au rang immédiat. 
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Le nonreau reste 122,184 foarnira, de la manière qui 
fuit; le dernier chiffre du qnolient: 

3 

407,281 122; 184 

000 000 

Voici le tableau de ropèralion en entier : 

6o5,5 

4 ® 7 ; 28 [^ 6526,584 

oo2i58,ioo 

0122,0 

000 

« 

Le reste qui rc'pond au rang des unite's du divisetir , 
doit être e'crit sous la colonne où se trouve le chifl're 
dont on s’est servi pour trouver ce môme reste. Cette 
observation indiquera vers la droite de chaque divi- 
dende ; le rang où la soustraction doit commencer. 

Soit encore 0,0072 à diviser par 2855,43. 

Je transforme d’abord le dividende proposé éa 
7200,00, ce qui le rend plus grand que le diviseur 
proposé, et moindre que le décuple du mémo divi- 
seur. Ce nouveau dividende ne donne que 2 pour pre- 
mier chiffre du quotient; car quoique le 7 du divi- 
tjende contienne trois fois le 2 du diviseur, il ne s’ensuit 
pas que tout le diviseur doive entrer le môme nombre 
de fois dans le dividende : voilà pourquoi il sera tou- 
jours à propos de vérifier chaque chiffre du quotient, en 
faisant dç tôle les multiplications et soustractions res- 
pectives, avant que de rien écrire. On peut même, 
pour abréger ces premières tentatives, commencer les 
multiplications et soustractions respectives, dans un 
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ordre înTerser ou de gauche à droite^ en disant^ par 
exemple : 

0,000003 

3855,4310,00720000 

i4f)3i4 

Le 2 du dÎTisenr est trois fois dans le 7 du dividende; 
3 fois 2 font 6, et 6 ôté de 7, reste i : 5 fois 8 font 
24; or 24 ôté de 12, cela ne se peut; donc 3 ne sanroit 
être le premier chiffre du quotient; j’y pose donc 2, 
et ainsi de suite. Voici le quotient approché à moins 
d’un billionième près : 

0,00000252 etc. 

2853,4310,0072000000 

14951454 

0066426 

0955 

Au lieu de la partie décimale du quotient^ on écrit 
quelquefois une fraction en y mettant pour numérateur 
le reste de la division, et pour dénominateur, le divi- 
seur proposé. Ayant, par exemple, 23 à diviser par 7 
on peut trouver, suivant la méthode précédente, 

3,2857 etc. 

7125,0000 
02 645 1 
O 000 

• 23 2 • • 

on bien — = 3 -j- — ; caria partie décimale 0,2857 

est égale à —, c’est-à-dire = 2 divisé par 7 [4. déf. 43- 

2 2 

En pareils cas, on écrit 3 — , au lieu de 5 -1 — . 

7 7 
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XVII. TrouTcr deux nombres qui étant divisds l’un 
par l’autre, donnent au quotient un de'cimal périodi- 
que proposé, c’est-à-dire, un décimal dans lequel le 
même chiffre ou les mêmes chiffres reviennent toujours 
dans le même ordre. 

Dans le décimal périodique donné , supprimez d'abord 
la virgule décimale, ainsi que tontes les périodes à gau- 
che de la première; de ce premier résultat, retranchez 
le même nombre sans virgule et sans aucune période : 
le reste sera le dividende demandé. Ensuite pour trou- 
ver le diviseur, écrivez autant de g qu’il y a de rangs 
dans chaque période, suivis d’autant de o vers la droite , 
qu’il y aura de rangs de décimales depuis le premier 
jusqu’au dernier à gauche de la première période ; ce 
nombre sera le diviseur. 


Exemples. 

V - 0,444 etc. (10— I )_ 

I 0,444 etc. = ^ = 

4,44 etc. — 0,44 etc. 4 

si ~~9‘ 

o,i 55 i 55 etc. ( looo — i ) 

1000 I 


2", o,i55i55 etc. 

1 55,1 35 etc. — o,i35 etc. i55 


999 

0,002323 etc. ( loooo — loo) 


999 

3". 0,002323 etc. 

' 10000 100 

23,2323 etc. — 0,2323 etc. 25 

*= — i = . 

9900 9900 

4“. 0,572618618 etc. = 

0,372618618 etc. ( loooooQ^ — 1000) 

1000000 — 1000 


/ 
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572618,618618 etc. — 37,618618 etc. 372246 

999000 999000' 

des antres. 

Scholie. Dans les expressions pre’cédentes , ainsi que 
dans tous les cas semblables, le signe = ne veut dire 
autre chose, sinon que les deux nombres qu’il sépare, 
peuTent ne différer entre eux que d’un nombre plus petit 

qu’aucun nombre proposé. Par exemple, — est > 0,4 ; 

9 

>0,44; 0,444; etc.: mais supposons que dans une 

question proposée il soit permis de négliger 0,000000 1 

de l’unité ; en écrivant = 444444 > on sera sîtr de ne 

commettre qu’une erreur < 0,0000001 , ainsi des autres.. 

XVIII. Multiplier des sommes et des différences indi-- 
quées, ou réduire en série l’expression d’un produit. 
Soient A et B+C deux facteurs : je dis que A (B+C) 

=AB+AC; car B=^, et €=^[4.9]. DoncB+C 
A A 

AB . AC AB+AC, , ,, 

— -j^ — I — = [4* >5], et par conséquent 

A (B+C)=AB+AC [4. 9], 

Soient A et B — C deux facteurs : je dis que A(B< 

An Af 

— JC) = AB — AC; carB — C= [4- i4], et: 


par conséquent A (B' — C) — AB— AC [4.9]^ 

Soient A +B cl C+D deux facteurs : on aura ( A+B ) 
(C+D) = (A+B)C+ (A+B)D [dém.]— A (C+D), 
+ B (C+ D) [ dém.] = AC + AD+ BC + BD [dém.]. 

Soient A — B etC — D deux facteurs : onaura(A — B). 
(C— D)=(A— B)C— (A— B)D[dém.]=A(G— D)s 
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^ B (C— D) [dém.]=AC~AD— B (C — D^ [dém.] 
= AC — AD — BC+BD. Pour prouver celte dernière 
équation , on n’a qu’à y ajouter de part et d’autre le 
produit BC — BD, ou B (C — D). 

Ces exemples embrassent tous les cas semblables. 

XIX. Trouver deux nombres entiers, les plus petits 
possibles, qui soient entre eux comme deux entiers pro- 
posés, ou dont le rapportée diffère pas trop du rapport 
exact entre les deux nombres proposés. 

Soient M, X, les deux nombres proposés, M > N , et 
M non multiple de N. Désignant par a, b, c, etc., p, q, 


M 


P_ 

N- 


« + tvT? 


r, etc. , des nombres entiers, supposons 

— =c-l-— rf-b— ,el ainsi de suite, 
P P V ' 

jusqu’à ce que l’on parvienne à un quotient exact. Dé- 
signant par etc., des fractions plus petites que 
Tunité, je dis que les fractions 

a ah + i (ai-f-i)c-ba ((ai-j- 1 ) c-t-a) + i 

I ' b ’ bc -fl’ (àc-fi)d-f b ’ 

{{{ab+i) c + a) d+ab + i) e-f(ni-fi) c-fa 
((ic-fi) d-fi) e-f bc + i ’ 

‘ M 

de suite, seront des valeurs approchées de j la seconde 

plus approchée que la première j la troisième plus ap- 
prochée que la seconde , et ainsi de suite jusqu’à la 

M 

dernière, qui sera égale à La loi de continuation en 
est manifeste. 


et ainsi 


La constraction donne ^ ^ 
N 


- 1 - P ^ * 

“+B =‘’ + î+? 



litre IV. 


~a + 


• = a + 


=a + 


b + 


r 

cH — 
V 


b + 




c + 


C + 


d+- 




I 


t 

eH — 
s 


M 


elc. : on aura donc^= — , lorsque h sera le dernier 
< N 1 ' 

ab + ^ 

N " - 


N , M I 

quotient; on — = &,• — = a + -^ 

1 J • • ^ . * 

c sera le dernier quotient ; — = a 4 


-, lorsque 


(ab 4- i)c4-« 


b+- 

i 

M 


bc 


4-i' 


lorsque d sera le dernier quotient; =«4- 


A-f- 


c4--^ 

((ab+i) c+ a) d ab -{• I i j • 

— ïbc+ijd + b ’ ^ dernier 

M I 

quotient; ^ = a 4- 


b + 


c + 


d-\ 

c 


__ (((<7& 4-1) c4- a) d + ab 1 ) e + (nb + i) c +a . 

((Ac-l-i)d4- b) e + ie4-i ’ 
que e sera le dernier quotient; ainsi de suite, comme 
il est facile de s’en convaincre, en exécutant les opéra- 
tions indiquées. 

On aura aussi 

ab + ï a I ai-j-i (a&-f-i)c4-g 

b I i "X b’ b bc 4-1 

1 ((fli-l-i) c-f-o) (nJ 4-i) c-l-a 

i(ic4-i)’ (ic4-i)d 4- è bc 4-1 
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I (( <ii+ i) C+a) r/+ai + l 


((ic+ I ) </+è) (èc+i)’ (ic+l)rf+ b 

(((ai + i)c + a)rf + ai + i) c + {ab i) c + a 

(^{bc + i) d+ b) e + Ac+i 

I . . 

((6c + i) d-^- b) (((ic+ I ) d + i) e+6c + i)’ 
de suite : où l’on voit que la seconde fraction sur- 
passe la première plus que la troisième; que la se- 
conde surpasse la troisième plus que la quatrième ne 
surpasse la troisième; que la quatrième surpasse la 
troisième plus que la cinquième ; que la troisième sur- 
passe la cinquième plus que la sixième ne surpasse 

A 

la cinquième ; ainsi de suite. Désignant donc par — 

la dernière fraction trouvée [=^dém.]; par ^l’avant- 

JN O 

C D 

dernière ; par — la précédente ; par — l’immédiate ; par 

E . . J .. . AB 

— 1 immédiate, ainsi de suite ; et supposant — > on 

B^DD^F... , A^CC^E 

aura^>y,- >-ç,ainsi de suite, et - < 

E.G- ^ .A^B B 

' — < — , etc. supposant au contraire — < -5- , on aura -3- 
6 ïi a S ' 6 

^DD^F A CC EE^G 

^ ü ^ ^ V ^ etc. , et ^ ^ ^ , etc. ; 

001; «-/-Ifsep 

ce qui prouve que, de deux de ces fractions consé- 
cutives, l’une est plus grande et l’autre plus petite que 
. M 

la proposée-^ ; et qu’elles en diffèrent d’autant moins 

que leur distance à la dernière on à la proposée est 
pins petite. 
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Je dis maintenant que leurs termes sont les plus sim- 
ples. 

Soient x, z, des nombres entiers^ et — une fraction 

g 

plus simple, et plus grande ou plus petite que Dési- 
gnant parcA la différence entre deux grandeurs dont on 

, 1 1 /• . a: B arg CA 

ne connoit pas la plus forte, on aura — ’X. g- = — —, — : 

mais cette diffe'rence ne saurait dtre < donc, si l’on. 

i ZO 

, ^ X B ^ I , , ,, 

suppose r < a, on aura — c est- a -dire. 


B 


zK — xa 


— cA-^ > — [dém. ]. Si l’on suppose z non < a, 
et X < A , on aura zA > xa, et par consdquent 

ZCL 

OC 

c= — CA — . Donc, soit que l’on suppose z < a,oux < A, 

Z C( 

X , A M 

il est impossible que — soit égalé à — , on à Donc le 

A. oc 

rapport — est réduit à ses moindres termes. Soit — dlf- 
a Z 

f iC .O xCBC, 

ferenle de — ,et z < 6 : on aura — cA — > -^ cA — : donc 
Tf 2767 


M B M 


B C 


cA-qr;-> - 5 -ca^: Car l’unc des fractions-^, — , 
jN 6 N 67' 


ne 


M 


peut être pins grande que sans que l’autre soit plus 

. M „ . . , . . ... 

petite que Pour saisir plus aisement cette vente, 

on pourra désigner ^ par la droite VT; ^ par VS; — 
X C 

par VB., et — ca — par RQ [ figure suivante ]. 

^ 7 
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Q R T 

-I 1 1 


Soit Z non < g, et X < B : on aura zB > xgj donc 
zB — xg X B 

' — ~T'®g‘ ' — ••»^S=(B_x) z+xz 

— xg, et xz n’est pas < xg, ni (B — x) z < z - donc ° 

X B 

zB— xg ne sera P“ < j «= -g < ^, ou< - 1 . Donc 

— ^ xM BM 
Z g^> 

donc, toutes les fois que x sera < B, ou z < g, la diffe- 
X M 

rence entre — et^, sera plus grande que la différence 
. B M „ B 

entre j et—. Donc ^ est réduit à la plus simple ex- 

c* 

pression. On démontreroit de même que — est dans le 

K 

même cas, et ainsi des autres. 

Soient 19514 et 47^^ les nombres donnes. En se con- 
formant à ce qui Tient d’être dit, on trouyera 

475a 

4 t^_ 19^ no iq 8 '_ 88 

47^3 5 o 6 5 o 6 ’ 198 ^ 198’ ^110 * 110 ’ 

1 10 22 88 

88 '~*88’^~'*‘ Mettant 4, 9,2, 1, 1, 4, à la 
place de a, b, c, d, e,f, on^ura y, première valenr ap. 
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procliëe de -, = — , seconde valeur plus 

473 J '99 ‘ 


, , 37 X 2+4 78 ... , , 

approchée: — — — ■ — — J—, troisième valeur plus ap* 
9X2+1 19’ ^ r 

78 X 1 + 37 


proclie'e; 


‘9 
1 15 


*9X1+9 28 


7, plus approchée; 


ii5X'+78 195 , ,, upX4+*i5 

78x7+75-= 47' I''“ I5x5+3r^ 


. ËË2 

218 


, valeur exacte. 


Voici les divisions qui ont donne’ les nombres corr'-- 
■^ondants à afb, c, d, etc. : 

4 


4752 j 19514 
ooSoG 


4752 

O 1 98 


5 oÜ 

I 



101 

1 198 

I 



088 

1 10 

4 



02 a 

88 


XX. Trouver la racine carrée d’un nombre donne'. 

Les nombres i, 4 ; 9 ; *^^ ^ 5 , 36 , 49 ; ^ 4 ; 81, 100, 
10000, 1000000, etc. , sont les carres de 1,2, 3, 4; 5, 
7; 8, 9, 10, 100, 1000, etc. 

Supposons d’abord que le nombre donné soit > i et 
< 100 ; par exemple, 76,09582. Puisque ce nombre est 
>64 et < 81, la racine en sera > 8 et < 9; donc le 
premier chiffre à gauche de la racine ne peut être que 8. 
Désignant par x le second chiffre, on aura (8+ar) (8+x) 
= 8 X 8+2 X 8 X x+xx. Or, cette somme ne doit pas 
surpasser le nombre proposé; donc 76,59582 — 64 ne 
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1 2 oo 5 Si 

sera pas < aX 8 X x + xx; d’où x < — ’ 0 o ~ ~ t 

2 X O 

etc.] , et par conse'quent x doit être ou = o,7, ou < o,7< 
Supposant x=o,7, on aura 2X8X^+^^= 16X0,7 + 
0, 7X0, 7 : or, cette somme, retranchée de 12,3958a, 
donne le reste 0,70682 ; donc x=o,7. En voici la véri- 
ilcation, en 'effectuant à la fois la multiplication et la 
soustraction : 

16 


8>7 

76,39.58a 


la 




00 


Pour trouver le troîsi ème chiffre de la racine, dcsignons- 
leparj^: on aura (8,7 +jr) (8,7+j-) = 8,7X8,7 + aX 

8,7 Xr+jrj=8X 8+ 2 X 8X 0,7 + 0,7 X 0,7 + a X 8,7 X.T 

+jrjr; donc 76,59582 — 8x8+2X8X0,7 + 0,7X0,7 
[— 0,70582] doit être > 2X8,7 Xj", et par conséqueat 
0,70.582 
2X8,7 

0,04. Posant ^ = 0,04 , voici la forme du calcul 
pour vérifier le troisième chiffre de la racine : 


,r< 


[0,04 etc.]. On aura doncj' = o,o 4 , ou 


7 

> 6,4 

8,74 ■ . 

76,39682 
12,7082 
00 00 

Continuant d’opeVer de même, on parviendra à une 
racine exacte, si le nombre proposé en est susceptible, 
sinon, jusqu’au rang décimal convenu d’avance. Ou 


i 
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Irouvera, par exemple, que la racine approchée de 
76 , 5 g 58 a est 8,74070^; à un millionnièine près. En 
xoici le calcul jusqu’au quatrième chiffre significatif- 

7 

1 6,480 

8,7404 

76,5g58aooo 
12,70822784 
00 0012 

^ érijicalion du cinquième chiffre, 

7 

16,4808 

8,74047 

76,3968200000 
12,7082278491 
00 00120417 
00 

Vérification du sixième, 
a 

7 9 

• 16,480840 

8,7404702 

76,39582000000000 
I 2,7082278491 1 196 
00 0012041729 
000068 

Si le nombre proposé étoit > 100, on < i , on corn- 
menceroit par le rendre < 100, et > i, en le divisant 
soit par le carré de 10, ou de iqo, ou de looo, etc. , 

a 
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soit par le carré de o, i , ou de o,oi, ou de o^ooi, 
etc. La racine carrée du quotient, multipliée par la 
racine carrée du diviseur, donnera la racine du nom- 
bre proposé. Soit, par exemple, 56 Ô 7 'i 9 , 6 i le nombre 

, 5fi!^7uri,Gi „ , , 

propose: on aura — = oo,:>no.n(ji, dont la ra- 

cine carrée est 6 ,o 5 i, et par conséquent iooX 6 ,o 5 i 
[= 60"), i] sera la racine de 065729,61 ; car iooX 6 ^o 3 t 
X 100 X 6 ,o 3 i = 100 X 100 X 6 ,o 5 i X 6 ,o 3 i = 10000 
X 56,372961 = 563729,61. Soit 0,010609 nombre 

0,010609 I • J 

proposé J on aura - — = i ,0609 : or, la racine de 
* X O? * 


1,0609 *; 05 j donc 0,1 X i,o 3 [= o,io 3 ] sera la 

racine du nombre proposé 0,010609. 

XXI. Trouver la racine cubique d’un nombre donné. 

Les nombres 1 , 8, 27, 64 , i25, 216, 343 , 5i2, 729, 
1000, 1000000, etc. , sont les cubes dei, 2 , 5 , 4 ; 5 , 6 , 
7, 8, 9, 10, 100, etc. 

Soit proposé un nombre < 1000, et > que i, par 
exemple, 8,755. Ce nombre étant >8 et <27, la ra- 
cine cubique en sera > 2 et < 3 : donc le premier chif- 
fre à gauche de la racine en question ne peut être 
que 2. Soit X le second : le nombre proposé ne sera pas 
< (2+jT)(2-l-x)(2-f-x) [=8-f3X2X2X.r + 3 X 
2 X + arara ] j donc 8,755 — 8 > 3 X 2 X 2 X ar, ou 


"55 


> X : mais 


0,755 


_ ^ n’est pas < 0,06: il est donc 

3 X‘aXa 12 

possible que x soit =0,06: il faudra donc que la somme 
5 X 2 X 2 X 0,06+5 X 2 X 0)o6X o,oC+ o,o6X o,oGX 0,06 

ne soit pas > 0,755 : mais x=o,o 6 satisfait à cette con» 
dition; donc x = o,o 6 j ce qui, en cffcctnanlles opéra~ 

I 
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lions indiquées, donne le reste o,oi 3 ii 84 . Avec es 
reste, et moyennant la première partie 2,06, on trou- 
vera le troisième chiffre de la racine, dont la valeur 
o,oi 3 i 84 


doit être < 


Procédant toujours de 


5X2,o6X 

même, on obtiendra la racine cubique exacte, si lu 
nombre propose' en est susceptible; autrement il faudra 
s’arrêter au rang dont on sera convenu d’avance. Dans 
l’exemple actuel, le nombre 2,o6io3etc. , sera la racine 
approchée du nombre proposé, à moins d’un centième 
millième près. En voici le calcul jusqu’au, second 


chiffre significatif: 


12 

6,0 

2,06 


8,755 

O 


O n 55 

6 = 2X3; 12 = 6X 2 ; donne 0,06 etc. , second 

chiffre de la racine. 


12 


Vérification du second chiffre. 


12,3636 

6,0 

2,06 

8,755000 

o,oi3i84 

I2,3636=i2-f 0,06X0,06-1- 6 X 0,06= 12 -h 3X 2X 
0,06+0,06X0,06; 0,015184=0,755 — I2,3636Xo,o6 

5 ' 
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= 0,755 — ( 3 X 3 X 2 X 0,06 + 3 X 2 X 0,06 X 0,06 + 
o,o 6 X o,o 6 X 0,06). 

Pour troayer le troisième , 

7508 

12,3636 



2,061 

8,755000 

o,oi5i84 

12,7308=1 2,3636+ 0,06X0,06+ 0,06X0,06+ 6X0,06 
= 5X2X2 + 3X2X0,06+0,06X0,06+0,06 + 0,06 + 
o,o6X 0,06+ 3X 2 X 0,06= 3 X2X2 + 6X2X 0,06 + 
3X o,o6X 0,06= 5 {2+0,06) (2 + o,6)=3x 2,o6X 2,06; 
J o,oi3ig4 

‘*0®® ,2 ^3o8 — — 0,001 etc., donnera le troisième chif- 
fre de la racine. 

Vérification, 

69 

7308 

i 2 , 56568 i 

6,18 
2,o6i 
8,755000 
0,01 3 184000 
00447019 

6,i8s=2,o6X5j 12,736981 = 12,7308 + 0,001 X 0,001 
+ 6, 1 8X 0,00 1 = 5 X 2,06 X 2,06 + 3 X 2,06 X 0,00 1 + 
0,001X0,00 IJ et 0,000447019=0,013184 — 12,736981 
X 0,001 = 0,0 1 5 1 8 — ( 5 X 2,o6X 2,o6X 0,001 + 3 X 2,06 
X 0,00 1 X 0,00 1 + 0,001 X 0,00 1 X 0,00 1 ), 
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Pour le quatrième , 

3 i 
469 
75 o 863 
1 2 , 36568 1 
6,18 
2,06 io 3 
8,755000 
0,01 3 184000 

00447019 

1 2,745 1 65 = 1 2,7 5698 1 + 0,00 1 X 0,00 1 + 0,00 1 X 0,00 1 
+ 6,18X0,001=3X2, o6iX2;o6i; donc 
= o,oooo 3 etc. , donnera le quatrième. 

Vérification, 

3 

3 i 

46948 

730863 

12,3656814909 

6 ,i 83 o 
2,06 io 5 
8,755000 
0,01 3 184000 

00447019000000 

064718545273 

6 ,i 83 o = 2 ,o6ioX 3; 12,7433484909= ia, 743 i 65 +^ 
o,oooo 3 X o,oooo 5 + 6 , i 85 Xo,oooo 3 5 et 
0,0000647 * 8545273 = 0,0004470 19 — 

1 2,7433484909X o,oooo 3 . 

Si le nombre donné étoit > 1000, ou < 1, on com-* 
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menccroit par le rendre < looo et > i, en le divisant, 
soit par le cube de lo, ou de loo, ou de looo, etc., 
soit par le cube de o,i , ou de o,oi , ou de o,ooi, etc. 
La racine du quotient, multipliée par la racine du divi- 
seur, donnera la racine cubique du nombre proposé. 

XXII. Lorsque deux nombres et deux grandeurs 
quelconques sont en proportion, le produit des extrê- 
mes est égal an produit des moyens; et si le produit 
des extrêmes est égal à celui des moyens , les deux extrê- 
mes et les deux moyens seront en proportion. 

Soient C, D, deux nombres quelconques, et A :B C :D. 

^ ACA^DCD 

On aura ]q 5 et par conse- 


AD CD 


; I ; donc AD=BC. 


. . -p. T>/-* AD BC . 

Soit AD = BC: on aura = et par conséquent 

=-^; donc A:B::C:D. 

XXIII. Dans toute série de grandeurs homogènes, la 
première est à la dernière en raison composée des rap- 
ports entre la première et la seconde, entre la seconde 
et la troisième, entre la troisième et la quatrième, et 
ainsi de suite. 

A B 

SoitA, B, C, la série: onanra A = -j- B, etB=-^C; 

Jd Ci 

, . A^B_ ^ , A A B 

donc A=-g-X^C, et par conséquent X- q-. 

SoitA,B,C, D,la série. Puisque A=-^ X -p-C [dém.], 

D Ci 

O . A B c ^ 

etC=-pD,on aura A=-g-X-^X-^X D,etparcon- 

A A, B, C . . 

•equent^= C’^'D ' 
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LIVRE V; 


DÉFINITIONS. 

I. La Iiaatenr d’an triangle est la perpendicnlairo 
baisse'e du sommet de l’nn de ses angles snr le côld 
opposé , ou sur le prolongement de ce côté , que l’on 
appelle hase du triangle. La hauteur d’un parallélo- 
gramme est la perpendiculaire baissée de l’un de ses 
côtés sur le côté opposé, ou sur son prolongement; et 
ce côté se nomme hase du parallélogramme. 

II. Deux polygones sont semhlahles , lorsque tous les 

angles de l’on sont égaux à ceux de l’autre chacun à 
chacun , pourvu que les côtés de chacun des angles de 
Tua soient proportionnels à ceux de l’angle qui lui 
est égal dans l’autre; et pour indiquer que deux de ces 
côtés ne sont pas tons deux extrêmes, ni tous deux 
moyens dans une même proportion, ou les appelle ho- 
mologues. ^ 

PROPOSITIONS. 

I. Si deux triangles ou deux parallélogrammes ont un 
angle égal , ou bien deux angles faisant ensemble deux 
angles droits, les triangles ou les parallélogrammes se- 
ront en raison composée des rapports qu’il y aura entre 
les côtes de ces deux angles. 
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Sapposons que dans les triangles ABC, ADE, on ait 
l’angle BAC=DAE; je dis que le triangle ABC sera au 

AB AC 

triangle ADE, comme le produit X ^ *• 


Placez les deux triangles de façon que les angles BAC, 
DAE, aient un même sommet A, et les côtés AB, AD, 
en ligne doltej les autres côtés AC, AE, seront aussi 
en ligne droite [ i. 7 ]- Si l’on prend sur BD, prolon- 
gée à volonté, DF=AD, FG=DF, ainsi de suite, on 
aura AG multiple quelconque d’AD. Prenons de même 
AH multiple quelconque de BA , mais à condition que 
AH ne soit pas =: AG ■ menons CI égale et parallèle 
à DA ou à DF, et joignons CH, CG, CF, CD, DI, IF: 
les quadrilatères ACID, CDFI, seront des parallélo- 
gra nmes égaux, parce que chacun d’eux est le double 
du triangle CDI [ i . 1 5. corol. ] : mais on a aussi le paral- 
lélogramme ACID double du triangle ACD, et le paral- 
lélogramme CDFI double du triangle CDF [ i. i5. 
corol. ] j donc triangle ACD = CDF. On trouvera de 
même le triangle CDF=CFG, ainsi de suite j donc la 
droite AG et le triangle ACG seront équimultiples de la 
droite AD et du triangle ACD. On trouvera de la même 
manière, que la droite AU et le triangle ACH sont 
c'qui multiples d’AB et d’ABC : mais AH > AG lorsque 
ACH > ACG, et AH < AO lorsque ACH < ACG j donc 
le triangle ABC est à ACD, comme la droite AB est à 
AD [5.6]. On démontrera d’une manière semblable, 
que le triangle ACD est à ADE, comme la droite AC est 

à AE J donc le produit X^^ sera le rapport da 


triangle ABC an triangle ADE [ 4 . 35 ]. 
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Supposez maintenant que les angles BAC, LMN, des 
triangles BAC, LMN, fassent ensemble deux angles 
droits: prolongez MN duc6tédeMen faisant MO=MN, 
et tirez OL. Les angles LMN, LMO, pris ensemble, fe- 
ront deux angles droits [i. 6, eorol. ] : mais les angles 
BAC, LMN, font aussi deux angles droits [sup. ] , d’où 

r I Tinr» D»/' J triangle ABC AB CA 
1 angle LMO = BAC: donc — : — V X 

® ’ triangle LMO MO ^ LM 

[de’m.] : or, comme l’on a trouve ACD=CDF, om peut 

démontrer de même le triangle LMO=LMN, et on a 

. , T 1 triangle ABC AB 

aussi MN=MO [const.J ; donc — ; — ^ — . ■ = ■ x 

■’ ’ triangle LMN MN 

AC 

LM‘ 

Soient maintenantles parallélogrammes PQRX, STVZ, 
dont les angles PQR, STV, sont égaux, ou égaux à deux 
droits. Menant les diagonales PR, SV, on aura 

triangle PQR PQ ^ QR 

TV' 


= X [dém. ] : mais cliacnn des pa- 


triangle STV ST 
rallélogrammes PQRX, STVZ, est le double de chacun 

des triangles PQR, STV j ^onc 
[3. 5. eorol. et 4- 5]- 


Corol. Si les cêtés de ces angles sont réciproquement 
proportionnels, c’est-à-dire, si un côté de l’un esta on 
côté de l’autre, comme le second côté de celui-ci est an 
second côté de celui-là , les deux triangles et les deux 
parallélogrammes seront égaux; et si les triangles ou 
les parallélogrammes sont égaux, les côtés des angles 
égaux, ou égaux à deux droits, seront réciproquement 
proportionnels. 
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Car, puisque -gTj X est le quotient de divisé 


TV PO 

par si l’on suppose PQ:ST::TV :QR,onaura -g^= 

TV ^ , PO_QR . trianglePQR 

QK’ «P"“”«q™"‘sïX,f7= . . .„g|,sTV 

— triangle PQR=STV [4- 8 ]. 


PO 

Si l’on suppose le triangle PQR = STV, on aura 


r/ PQ TV^, -, 

X ^ = I [4- 5] , et par conséquent g?p = qJ; [4- oJ> 


donc PQ;ST;:TV:QR. 

II. D’un point donné hors d’une droite donnée de 
position, mais infinie, baisser une perpendiculaire sur 
celte droite. 

Soit BC la droite, et A le point donné. Par un point 
quelconque B de BC, élevez la perpendiculaire BD. Si 
cette droite rencontre le point A, ce sera la perpendi- 
culaire demandée; s’il arrive le contraire, comme on le 
suppose ici, joignez AB et faites l’angle BAC=l’angle 
ABD. La droite AC, qui doit rencontrer BC, par exem- 
ple en C, sera parallèle à BD [i.8] ; donc l’angle ACE 
=CBD [i. 9]: mais CBD est un angle droit [const. ]; 
donc ACE le sera aussi, et par conséquent la droite AG 
doit être perpendiculaire sur BC. 

III. Deux triangles, on deux parallélogrammes quel- 
conques, sont en raison composée de celles de leurs bases 
et de leurs hauteurs. 

Soient AB, CD, les bases des triangles ABE, CDE: 
l’un des deux angles ABE, BAE, sera moindre qu’un 
angle droit [ i. laj. Supposons donc que BAE soit un 
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angle aigu : du point E menons EG perpendiculaire à 
AB, ou au prolongement d’AB; et depuis le point G, 
sur le prolongement d’AB, prenons GH = AB, et ti- 

triangle ABE AB AE 
rons EU : on aura =ÂH ÂË ^ 


AB 


[ 4 > B ] : mais on a aussi 


. triangle EGH GH 


L f - J — triangle AEH ~ AH’ 

donc triangle ABE = EGH. Menons FI perpendi- 
culaire sur CD ou sur son prolongement, et depuis 
le point I, sur le prolongement de CD, prenons IL = 
CD, et tirons FL; on aura, comme ci-dessus, le 
triangle CDF = FIL. Or, les angles EGH et FIL 

. 1 . r 1 triangle EGH GII 

étant droits f const. J , on a — : — ^ X 
'■ triangle FIL IL 


EG 

F 


iG - triangle ABE GH EG . it. 

n’ isrilïCDF = Tl TT ’ gh=ab. 


triangli 

et IL = CD [const.]; donc 


FÏ 

ABE _ AB 
CDF ~ CD 


EG 

FI 


X d’où il 


suit que les triangles ABE, CDF, sont en raison com- 
posée de celles de leurs bases AB, CD, et de leurs hau- 
teurs EG, FI [const. et 5 . déf. i ]. 

On peut donc conclure , en raisonnant comme nous 
l’avons fait dans la démonstration de la prop. I de ce 
livre , que les parallélogrammes sont aussi en raison 
composée de leurs bases et de celles de leurs hauteurs. 

Corol. I. Si les bases et les hauteurs sont réciproque- 
ment proportionnelles, les triangles et les parallélo- 
grammes seront égaux ; et s’ils sont égaux, les bases et 
les hauteurs seront réciproquement proportionnelles. 

3, Si les bases sont égales, les triangles et les parallé- 
logrammes seront entre eux comme leurs hauteurs ; et si 
les hauteurs sont égales , ils seront comme leurs bases. 
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IV. Lorsque deux triangles, ou deux parallélogram- 
mes, sont en raison composée des rapports qui existent 
entre deux c6tés de l’un et deux côtés de l’autre , les 
deux angles compris par ces côtés seront égaux, ou vau- 
dront ensemble deux angles droits. 

triangle ABC AB ^ BC . . , 

— gg X ^ : je dis que les angles 


Soit 


triangle DEF 

ABC, DEF, seront égaux, ou feront ensemble deux an- 
gles droits; car, supposant ABC, DEF, différents entre 
eux, par exemple, l’angle ABC < DEF, on pourra faire 
l’angle CBG=DEF, etBG=AB. Menant donc CG, AG, 
et baissant des points A, G, sur BC, prolongée à volonté, 
les perpendiculaires AH , GI, on aura AH parallèle 

, _ , r O 1 T triangle CBG BG BC ^ , 

a GI [ I. 8. corol.],et ^^.^^g^^ - p^ = ^X 

• AT, T.O r TJ triangle CBG AB 
mais on a AB = BG [const.J ; donc — ; — T—Tvr^= tvü 
'■ triangle DFE DE 

BC , triangle ABC AB BC - _ 

X gp ; et puisque = DE ^ EF ^ ^ ' 

on aura triangle ABC = CBG. Prenant donc BC pour 
base de ces deux triangles, les perpendiculaires AH, GI, 
en seront les hauteurs [ 5 . déf. i ] , et par conséquent 
égales [ 5 . 3 . corol.] : mais elles sont parallèles [ dém.] ; 
donc AG parallèle à III [ i. i 6 ] ou à BC. Les deux an- 
gles AGB, CBG, feront donc ensemble deux angles 
droits [1.9] : mais BG = AB [ const. ] donne l’angle 
BAG = AGB [ 1 . 4] ; donc BAG + CBG vaudront aussi 
deux angles droits. Mais de ce que AG est parallèle 
à BC [dém.], on déduit l’angle ABC=BAG [ r.g]; 
donc ABC + CBG feront anssi deux angles droite; et 
puisque l’angle DEF=CBG [const.], on aura de même 
ABC -{- DEF égaux à deux droits. 
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V. Deux triangles e'quiangles sont semblables. 

Soient dans les triangles ABC et DEF l’angle ABC = 

DEF, et l’angle ACB=DFE; on anra = 


AB BC triangle ABC AC BC , AB 

de ^ ËF triangle 'D ÉF = DF >< EF ’ ^ DÊ ^ 

BC AC BC . BC AB 

— ïJp X EF^ bien , en divisant par jjp — ■ 


AC 

5F 


; ce qui donne AB : DE:: AC : DF. On tronvera de 


môme AC:DF::BC:EF, et BC:EF:: AB:DE. 

Corol. De li on conclura facilement que deux trian- 
gles e'quiangles, placés sur des côtés homologues égaux, 
sont équilatères aussi. 

VI. Deux triangles sont semblables , lorsque leurs côtés 
sont proportionnels. 

Soit dans les triangles ABC et DEF, AB: AC:: DE: DF, 
et AC:BC::DF :EF. Si l’on fait les angles ACG=DFE, 
et CAG=EDF, on aura les triangles ACG, DEF, éqnian- 
gles [ 1. 12], et AG:AC::DE:DF ; mais AB:AC::DE: 
DF [snp. ]; donc AG: AC :: AB : AC , et par consé- 
quent AG = AB [ 3 . 3 . corol.]. On trouvera de môme 
CG = BC; et puisque AG=AB, et AC commun, si 
l’angle CAG n’étoit pas = BAC, on n’anroit pas non 
plus CG=BC [i. i 4 ]j donc l’angle CAG= BAC: mais 
EDF = CAG [ const. ] ; donc l’angle BAC = EDF. On 
trouvera de môme l’angle ACB = DFE, et par consé- 
quent l’angle ABC = DEF [ i. 12 ] ; donc les triangles 
ABC, DEF, sont semblables [ 5 . déf. 2]. 

Corol. I. Les triangles équilatères sont éqniangles. 

2. Deux triangles sont semblables, lorsqu’ils ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 
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VII. Les trianjjlei qui ont im angle égal Compris 
entre de« cAiés pruportionnels sont semblables. 

Soient dans les triangles ABC, DEF, l’angle BAC = 
EDF, et les c6te's proportionnels AB:AC::DE;DF. Fai- 
sant l’angle CAG =: BAC [= EDF] , et l’angle ACG = 
DFE, on aura AG;AC::D£:DF [ 5. G. corol. ] : mais 
AB:AC:;DE:DF [sup.] j donc AG;AC::AB:AC, et par 
conséquent AG=AB: mais l’angle BAC=CAG[const.], 
et le côté AC commun, donnent l’angle ACB=ACG 
[ I. 5] , et on a aussi DFE= ACG [ const.] ; donc l’an- 
gle ACB=DFE, et par conséquent les triangles ABC, 
DEF, sont semblables [ 5. G. corol. ] . 

VIII. Si deux, triangles ont un angle égal, et si les 
côtés du second angle de l’un sont proportionnels aux. 
côtés du second angle de l’autre, je dis qne le troi- 
sième angle de l’un des triangles sera égal au troisième 
angle de l’antre j ou que, si ces deux angles ne sont pas 
égaux, ils feront ensemble deux angles droits. 

Soit dans les triangles ABC, DEF, l’angle ABC=2 


DEF, et AB : DE :: AC : DF. On aura 


triangle ABC 
triangle DEF 


AB ^ BC _ , . . AB AC , , 

gg X Ëp [ 5. I ] ; et puisque ^ = sup. ] j donc 


/WJLj JJVj 19 s *1 • t 1 

DEF = DF ^ ËF ’ ^ 

ACB, DFE, sont égaux entre eux, on égâux h deux 

droits [5. 4 ]• ''' 

IX. Si les côtés d’un angle rectiligne rencontrent la 
circonférence d’un cercle en quatre points, je dis que 
les segments de ces côtés, interceptés entre le sommet 
de l’angle et les quatre points de la circonférence, fe- 
ront réciproquement proportionnels. . . ' 


triangle 

triangle 
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Soit ABC un angle rectiligne dont les côtés rencon- 
trent la circonférence ACDE ans. points A, C, D, E. 
Menant les droites AD, CE, on formera les triangles 
BAD, BCE, dont l’angle DAE= DCE [2. 4 - corol.],et 
l’angle ABD = CBE, et par conséquentBA:BD;:BC:B£ 
[ 5 . 6. corol.]. 

X. Si l’im des côtés d’un angle rectiligne rencontre la 
circonférence d’un cercle en deux points, tandis que 
l’autre ne la rencontre qu’en un seul; et si ce second 
côté est moyen proportionnel entre les segments du pre- 
mier, interceptés entre la circonférence et le sommet de 
l’angle, je dis que le second côté sera tangent au cercle; 
et que s’il est tangent au cercle , il sera moyen propor- 
tionnel entre les deux segments du premier. 

Soit ADB l’angle dont les côtés rencontrent la circon- 
férence dans les trois points A , B, C, et supposons DA 
:DB::DB:DC. Tirant les droites AB, BC, on aura les 
denx triangles semblables DAB, DBC [ 5 . 7 ], qui don.^ 
nent l’angle CBD == BAC ; donc le côté DB touchera le 
cercle en B [2. 6]. Supposons maintenant que BD touche 
le cercle en B; on aura l’angle BAC = CBD [2. 6]; 
mais l’angle BDC est commun ; donc DA:DB ::DB:DC 
[ 5 . 6. corol. ]. 

XI. Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
droites données. 

Soient B, C, A, ces droites. Sur les côtés d’un angle 
quelconque DDE moindre que deux angles droits, on 
prendra DE = A , DF = B, et DG= C ; menant FG et 
ensuite EH parallèle à FG, on aura l’angle DFG=DHE, 
et l’angle DGF =DEH [ i . 9 ] , et par conséquent DH : 
D£::DF:1)G [ 5 . 6. corol.], c’est-à-dire, DH:A::B;C> 
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XIT. Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deui. droites données, et inégalés. 

Soient A , B, ces deux lignes. 

Sur une droite quelconque CD coupez CE = Â, et 
ED=B J divisez CD egalement en F, et du centre F avec 
le rayon CF décrivez le cercle CGH ; par le point E 
menez la corde EG perpendiculaire sur CD : EG sera 
moyenne proportionnelle entre A et B. 

Prolongez GE jusqu’au point H de la circonférence. 
Le diamètre CD coupe GII perpendiculairement en E 
[const. ] ; donc EG= EH [ a. 2 ] : mais on a CE:EG:; 
EH : ED [ 5 . 9] J donc CE:EG::EG:ED. 

XIII. Avec nn côté et l’angle adjacent donnés^ 
construire un triangle qui soit égal à nn polygone pro<* 
posé. 

Soient donnés le polygone DEFGHIL, le côté AB, et 
l’angle adjacent BAC. Menant DF et puis EM parallèle à 
DF ; prolongeant GF jusqu’au point M de la droite EM, 
et tirant DM, on aura les triangles DEF, DFM , ayant la 
même base DF, et étant placés entre les mêmes paral- 
lèles DF, EM J d’oii il est facile de conclure qu’ils doi- 
vent avoir des hauteurs égales, et être par conséquent 
égaux [ 5 . 2. corol. ] ; donc le polygone DEFGHIL pro- 
posé sera égal au polygone DMGHIL, qui a nn côté de 
moins. On trouvera, de la même manière, un antre po- 
lygone ayant un côté de moins, et égal an proposé; et 
continuant à opérer de même , on parviendra k un 
triangle DLN égal an polygone DEFGHIL. Suppo- 
sons d’abord que l’angle BAC donné diffère de cbacun 
des angles DI^N, LDN ; faisant l’angle LDO = BAC, 
menant HO parallèle à DL , et tirant LO , on aura 
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le triangle DLO= DLN = DEFGHIL. Sur AC coupez 
AP qui soit à DO comme DL est à AB , et tirez BP j vous 
aurez le triangle ABP = DLO = DEFGHIL. 

Si quelqu’un des angles DLN, LDN, ctoit égal à BAC, 
la construction du triangle DLO seroit superflue. 

XIV. Construire un polygone semblable à un poly- 
gone proposé, et qui soit à un autre polygone proposé 
dans le rapport de deux droites données. 

Il s’agit de construire un polygone semblable à 
ABCDE, et qui soit au polygone F comme la droite G 
est à la droite H. Sur le côté AB, et avec l’angle ABC, 
faites le triangle ABI = ABCDE; prolongez AB vers L, 
et sur le côté BI avec l’angle IBf, faites le triangle BIL 
= F; trouvez la droite M;BL:;G:H, et NO moyenne 
proportionnelle entre AB et M. Menez les droites AC , 
AD , et construisez le triangle NOP avec l’angle Nf>P — 
ABC, et l’angle ONP=BAC ; l’angle NPO sera= ACB. 
Faites le triangle NPQ avec l’angle NPQ = ACD, et 
l’angle PNQ = CAD ; vous aurez l’angle OPQ = BCD, 
et l’angle NQP = ADC. Construisez le triangle NQR 
avec l’angleNQR= ADE, et l’angle QNR=DAE; l’an- 
gle PQR sera = CDE, l’angle NRQ= AED, et l’angle 
ONR=:BAE; donc les polygones NOPQR, ABCDE, 
seront équiangles entre eux. Il suit de cette construc- 
tion, que le triangle NOP est semblable à ABC, le 
triangle NPQ semblable à ACD, et le triangle NQR sem- 
blable à ADE , et que par conséquent NO:OP;:AB:BC : 
mais on a aussi OP:PN;: BC:AC, et NP:PQ:;AC:CD j 
donc OP:PQ:;BC:CD[5. lo]. On trouvera, delà même 
manière, PQ:QR:; CD :DE : mais on a aussi QR:RN:: 
DE:EAj doncNO:NR:;AB:AE [3. lo]. On aura donc 
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NOPQR semblable à ABCDË. Puisque les angles ONP, 


BAC, sont égaux, on aura 


triangle NOP _NP NO 

triangle ABC ^ AC ^ AB 

[5. I ] ; mais les triangles semblables donnent NP: AC:: 

An J triangle NOP NP^^NP ^ 

NO:AB; donc ^.^^^^^ ABC =ÂC>^ On trouvera 

. triangle NPQ NP NP i , . , 

triangle ACD = ÂC ^ ÂG ’ 

NOP sera au triangle ABC comme le triangle NPQ est à 
ACD. On prouvera de la même manière que le triangle 
NPQ est an triangle ACD comme le triangle NQR est à 
ADE ^ donc le polygone NOPQR est à ABCDE comme 

le triangle NOP est à ABC 1 3. 5 J : mais on a 

® triangle ABC 

= |?X^[dém.], et NP:AC::NO:AB [dém.]; 

, triangle NOP NO NO 

triangle ABC = ÂB ^ ÂB ' conséquent 


AB 

NO 

AB 


NO M 

X et puisque ^ = 


AB 


polvgone NOPQR 
polygone ABCDE 
M NO 

X [4* a3] , et M:NO::NO:AB [const. ], ou 
M NO NO 

anra^ = ^X donc NOPQR: ABCDE :;M: AB; 


, polvgone ABCD triangle ABI , 

mais il est « — = — = — [ const. 1 

polygone F triangle BIL 

corol.], et par conséquent ABCD:F::AB 

oJu 


:BL ; donc NOPQR ; F :: M : BL [ 3. lo ] : mais on a 
M:BL:;G:H [ const. ]; donc NOPQR, semblable i 
ABCDE, est à F comme G' est k H, 
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Corol. I. Les polygones semblables et construits sur 
des côtés homologues sont en raison doublée de ces mô- 
mes côtés. 

a. Et comme les carrés de ces côtés seroient aussi des 
rectilignes semblables, construits sur des côtes homolo- 
gues, et par conséquent en raison doublée de ces côtés, 
il s’ensuit que les rectilignes semblables sont entre eux 
comme les carrés de leurs côtés homologues. 

XV. Si les côtés d’un triangle rectangle, c’est-à-dire, 
d’un triangle qui ^ un angle droit, sont des côtés ho- 
mologues de trois polygones semblables, je dis que lé 
polygone construit sur le côté opposé à l’angle droit 
sera égal à la somme des deux autres polygones. 

Soit ABC un triangle rectangle en A , et supposons 
AB, AC, BC, côtés homologues des polygones sembla- 
bles D,E, F. L’angle BAC étant droit, on aura l’angle 
ACB < BAC [i. 12 ] ; on pourra donc faire l’angle BAG 
=*=ACB. Les triangles ABG, ABC, ayant l’angle ABG 
commun, et l’angle BAG=ACB [consl. ], seront sem- 
blables [5. 6. corol.], et par conséquent l’angle AGB 
sera droit, ainsi que l’angle AGC. Les triangles ABC, 
AGC, ayant le môme angle ACG, et l’angle BAC= 

AGC, seront aussi semblables ; on aura donc 

' triangle ABG 

= BC^BC ”*‘®D = BC X BC *4. 

corol.] ; donc Esera à D comme le triangle ABG au trian- 
gle ABC. On aura de môme F à D comme le triangle 
ACG au triangle ABC ; donc E-f-F ;D A BG -f- ACG : ABG 
[5. Il]: mais ABG -t- ACG = ABC; doncE+F=D. 

6 
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ta 


LIVRE VI. 


DÉFINITIONS. 

I. UirE droite est perpendiculaire à nn plan, lors- 
qu’elle le rencontre perpendiculairement à toutes les 
droites menées dans le plan, et par le point commun au 
plan et A la ligne droite. 

II. Les plans qui ne sauraient se rencontrer, quelque 
prolongés qu’on les suppose, s’appellent parallèles. 

III. Le polyèdre est nn corps qui n’est terminé que 
par des polygones. 

IV. Si deux de ces polygones sont semblables et pa- 
rallèles , tandis que tons les autres sont des parallélo- 
grammes, le polyèdre se nomme prisme; les deux po- 
lygones semblables en sont les bases, et la perpendicu- 
laire tirée de l’une des bases sur l’autre, s’appelle hau- 
teur du prisme. 

V. Le prisme prend le nom de paraüélipipède , lors- 
que les bases sont aussi des parallélogrammes. 

VI. On le nomme parallélipipède recra/igZe, lorsqu’il 
est terminé par des parallélogrammes rectangles. 

VII. Et cube, lorsque les rectangles sont des carrés. 

PROPOSITIONS. 

I. Les cètés d’un angle rectiligne quelconque sont 
tons deux dans nn même plan. 

Car ABC étant nn angle rectiligne quelconque , on 
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pourra placer It la fois sur le même plan , le sommet B, 
un point quelconque do côté A3 , et un autre de BC, et 
par conséquent les droites AB, CB, se trouveront toutes 
deux sur le même plan [i. déf. 5]. 

II. Toute droite qui tombe à angles droits sur le point 
d’intersection de deux droites qui s’y croisent, est per- 
pendiculaire au plan de ces deux droites. 

Soient ABC, ABD, des angles droits: AB sera hors du 
plan de CBD; car autrement il y auroit des angles droits 
différents entre eux, ce qui est impossible. Sur CB et BD 
prolongées à volonté , prenez les parties égales BC, BD, 
BE, BF ; par le point B dans le plan CBD tirez une 
droite quelconque GH, et ensuite CD, EF. Ces droites 
seront situées dans le même plan CBD [i. déf. 5], et 
rencontreront GlI, on son prolongement dans deux 
points G, H. D’un point quelconque A de la droite AB 
tirez AC, AD, AE, AF, AG, AH: on aura dans les 
triangles BCD, BEF, les côtés BC = BF, BD— BE 
[const.] , et l’angle CBD=EBF [1.7]; donc CD=EF, 
et l’angle BCG=BFH [i. 3]. Or, les triangles BCG, 
BFH, ont l’angle CBG = FBH, et l’angle BCG— BFH 
j^dém.]; donc ils sont éqnianglcs [ i . 12]: mais le côté 
BC est égal à son homologue BF [const.]; donc CG=±: 
FH, et BG = BH [5. 5. corol.]. On a aussi dans les trian- 
gles BAC et B AF les côtés BC = BF [const. ] , B A com- 
mun, et l’angle ABC=ABF [sup. ] ; donc AC=AP 
[i. 3]. On trouveroit de même AD=AE : mais CD= 
EF [dém.] donne l’angle ACG=AFH [5. 6. corol. ], 
et on a encore AC=AF etCG=FH[dém. ]; donc AG 
=AH [i. 3] : mais on a aussi BG=BH [dém. ], et BA 
commun j donc l’angle ABG= ABH [5. 6. corol. j , d’où il 
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s’ensQÎtqne ces deux, angles sont droits [i. 6. corol. ]; 
donc AB rencontre perpendiculairement le plan CBDj 
car elle y fait des angles droits avec nue droite quelcon- 
que GBII mene'e par le point commun B [6. def. i ]. 

Corol. Deux droites, qui ne sont pas en ligne droite, 
ne sauroient être perpendiculaires à une troisième dans 
un plan. 

III, Trois droites perpendiculaires à une quatrième 
dans un point, sont nécessairement situées dans un plan. 

Soient ABC, ABD, ABE, des angles droits: AB doit 
être hors du plan DBE [6. 2 . corol.]. Supposons, s’il est 
possible, que BC soit aussi hors de ce plan. Si du centre 
B avec un rayon quelconque on décrit un cercle dans le 
plan CBA , la circonférence de ce cercle rencontrera le 
plan BDE dans un point quelconque F. Menez BF qui 
devra se trouver dans le plan ABFC et dans celui de 
BDE [i. déf. 5]. Puisque ABD et ABE sont des an- 
gles droits, AB sera perpendiculaire au plan BDE [6. 2 ], 
et par conséquent ABF sera un angle droit [6. déf. i ] j 
c’est-à-dire, que AB fera des angles droits dans un 
même plan avec BC [sup. ], et avec BF [diim. ] : mais 
cela est impossible, parce que BC et BF ne sont pas en 
ligne droite [6. q. corol.] ; donc BC est dans le plan DBB. 

IV. Si une droite est perpendiculaire a un plan, toute 
droite parallèle a celle-ci sera perpendiculaire au même 
plan. 

Soient B, D, les deux points où les parallèles AB, CD, 
rencontrent un plan quelcomjiie, et supposons AB per- 
pendiculaire à ce plan : je dis que CD le sera aussi. 
Tirez BD, qui devra se trouver dans ce même plan, et 
menez-y DE perpendiculaire a BD, et égale à BA; joU 
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gnez AB, AE, BE. Puisque AB est perpendiculaire au 
plan BDE [siip.], les angles ABD, ABE, seront droits 
[6. déf. i]: mais BDE est droit aussi [const. ]; donc 
BDE=ABD. Et puisqu’on a le côte BA=DE [const.] 
et BD commun ; donc AD=BE [ i. 5]. Or, AD=BE, 
DE:^=AB, et AE commun, donnent l’angle ADE = 
ABE [5. 0. corol.] , et on a ABE droit [de'm.] ; donc ADE 
sera aussi un angle droit: mais les droites AD, BD, 
.sont dans le plan des parallèles AB, CD, parce qu’elles 
y ont deux points communs [ i. déf. 5] ; donc la droite 
DE étant perpendiculaire li BD et à AD [const. et 
dém. ] , sera perpendiculaire au plan des parallèles AB , 
CD [6. a] , et par conséquent CDE sera un angle droit 
[6. déf. i]: mais AB, CD, sont deux droites parallèles 
[sup. ] , èt ABD est un angle droit [dém. ] ; donc BDG 
sera aussi un angle droit [i. p], et par consc’quent CD 
sera aussi perpendiculaire sur le plan BDE [G. 2 ]. 

V. Les côtés d’un angle rectiligne moindre que deux 
angles droits ne sauroient être perpendiculaires à un 
même plan. 

Soient B, C, deux points communs à un plan quelcon- 
que et aux côtés AB, AC, de l’angle rectiligne BAC plus 
petit que deux droits. La ligne droite qui joindra les 
points B, C, doit se trouver dans le même plan [ i. déf. 
5]. Soit BC cette droite. L’un des angles ABC et ACD 
ne sera point droit [i. la]; donc les côtés AB, AC, ne 
seront pas tons deux perpendiculaires au même plan. 

Soient EDF plus petit que deux angles droits, et le 
sommet D le seul point où les côtés ED, DF, rencon- 
trent un plan quelconque. Du centre D avec un rayon 
quelconque décrivez un cercle dans le plan de l’angle 
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EDF : ce cercle rencontrera le plan en un point G, 
Tirez DGj quelqu’un des angles GDE, GDF, ne sera 
point droit, et par conséquent les côtés DE, DF, ne 
seront pas tous deux perpendiculaires au même plan. 

Corol. Us ne le seront pas non pins à une même droite. 

YI. Les droites perpendiculaires à un même plan 
sont parallèles entre elles. 

Soient AB , CD , deux perpendiculaires à un même 
plan, et B, D, les points où elles le rencontrent. Que 
l’on répète ici la construction qui a servi à la démonstra* 
*ion de la prop. IV de ce liv. VI , et on trouvera de suite 
que ADE est droit: mais les deux angles CDE, BDE, 
sont droits [snp. et const. ] ; donc BD, AD et CD, sont 
dans le même plan [6. 3]. Or, AB doit s’y trouver aussi, 
parce que cette droite le rencontre dans deux points 
[i. déf. 5]; donc AB, BD et CD, seront sur le même plan : 
mais les angles ABD, BDC, sont droits, parce que AB et 
CD sont perpendiculaires au plan de BDE [6. déf. i et 
snp.] ; donc AB, CD, sont parallèles entre elles [ i. 8], 

VII. D’un point donné conduire une perpendiculaire 
sur un plan donné. 

Que le point A soit d’abord situé hors de ce plan. Me^ 
nez-y une droite quelconque BC, et sur cette droite bais- 
sez du point A la perpendiculaire AC; au point C, et sur 
le plan donné, levez CD perpendiculaire à BC; la droite 
BC sera perpendiculaire au plan ACD. Maintenant si 
du point Â on conduit AD perpendiculaire sur CD, je 
dis que AD sera perpendiculaire an plan donné BCD; 
car, menant DE parallèle à BC, la droite DE sera aussi 
perpendiculaire au plan ACD [6. 4 ] > par conséquent 
^’;tngle EDA sera droit [6. déf. i ] : mais ADC est droit 
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[const. ] ; donc ÂB est perpendiculaire an plan donné 
BCD [6. 2]. 

La construction précédente seroit superflue, si la 
droite AC tomboit d’abord perpendiculairement sur le 
plan donné. 

Supposons maintenant que le point F soit situé snr le 
plan donné. D’un point quelconque G, pris hors de ce 
plan , baissez GH perpendiculaire sur le même plan. 
Si GH ne passe pas par le point F, menez FI parallèle 
à GH : la droite FI sera la perpendiculaire demandée. 

YIII. Deux parallèles k une même droite sont pa- 
rallèles entre elles. 

Soient AB et CD parallèles k EF. D’un point quel- 
conque F de la droite EF, élevez FG perpendiculaire au 
plan ABFE, et FH perpendiculaire au plan EFG: les 
angles EFG,EFH, seront droits [6. déf. i], et par con- 
séquent EF sera perpendiculaire au^planGFII [6. i]; 
donc AB, CD, seront perpendiculaires au plan GFH 
[6. 4]> et en conséquence parallèles entre elles [6. 6]. 

Corol. Lorsqu’une droite est située et prolongée k vo- 
lonté dans le plan de deux droites parallèles, si elle en 
coupe la première, elle coupera aussi la seconde; car 
autrement elle seroit parallèle k celle-ci [ i . déf. 1 1 ] , 
et par conséquent parallèle k la première [6. 8] , tout en 
la rencontrant [snp.] ; ce qui seroit absurde [i. déf. 1 1 ]. 

IX. Les plans perpendiculaires k une même droite 
sont parallèles entre eux. 

Soient A, B, les deux points où la droite AB ren- 
contre perpendiculairement denx plans quelconques: je 
dis que ces deux plans sont parallèles ; car autrement 
ib pourront se rencontrer , par exemple en C : on 
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pourra donc joindre AC dans l’un, et BC dans l’antre 
plan [ I. déf. 5], et par conse'quent les angles ABC et 
BAC d’un même triangle ABC seront droits [6. de'f. i] : 
mais cela est impossible [i. la]; donc les deux plans 
ne sauroient se rencontrer, et par conse'quent sont pa- 
rallèles. 

X. Si deux plans sont parallèles, la même droite 
qui est perpendiculaire à l’un sera perpendiculaire à 
l’autre. 

Que la droite AB rencontre perpendiculairement en 
B un plan quelconque, et en A un second plan paral- 
lèle au premier: je dis que la droite AB rencontrera, 
perpendiculairement aussi le second plan; car, sans 
cela , on pourra mener sur celui-ci une droite AC qui 
fasse avec AB l’angle CAB plus petit qu’un angle droit 
[6. déf. i]. Cela posé, dn centre B avec un rayon quel- 
conque décrivez «in eercle dans le plan de BAC, dont 
la circonférence rencontrera , par exemple en D, le pre- 
mier plan. Si l’on tire BD, l’angle ABD sera droit 
[ sup. et 6. déf. i ] : mais BAC est aigu; donc les deux 
droites AC, BD, pourront se rencontrer, par exemple 
en C, et par conséquent les deux plans s’y rencontre- 
ront aussi [i. déf. 5]: mais cela est impossible , puis- 
qu’ils sont parallèles entre eux par supposition [6. déf. 
a] ; donc AB est perpendiculaire à l’un et à l’autre plan. 

Corol. I. Si deux droites sont parallèles , toute 
droite perpendiculaire à l’une sera perpendiculaire à 
l’autre. 

a. Les deux cAtés d’un angle plus petit que deux droits 
ne sauroient être perpendiculaires à deux plans paral- 
lèles entre eux. 
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5. Ilsnele seronlpas non plus à deuxdroiles parallèles. 

XI. Les angles qui ont les côtes parallèles, et l’ou- 
verture placée dans le môme sens, sont égaui et siiuc's 
dans le môme plan , ou dans des plans parallèles 
entre euv. 

Soient AB parallèle à CD, et AL parallèle à CF. On 
prendra AB = CD et AE = CF, mais à condilion que 
les trois points E, B, D, ne soient pas en ligne droite, 
lorsque les deux angles seront dans le même plan ; on 
tirera BE, DF, AC, BD, FE. Puisque AB et CD, AE 
et CF, sont égales et parallèles [const. ctsup.] , on aura 
BD et AC, AC et EF, égales et parallèles [i. 16] ; donc 
BD et EF seront égales et parallè.Ie.s [6. 7 ] , et par eon- , 
séquent BE = DF [i. iti]j donc l’angle BAE=DCF 
[5. 6. corol. ]. 

Soient les deux angles IIGM, LEV , placés dans diffé- 
rents plans, et supposons le eôlé 011 parallèle .à IL, et 
GM parallèle à IN. .Si l’on mène GO perpendiculaire 
au plan LIN en O, et OP parallèle à IL, la droite OP 
sera parallèle h GH [G. 8] : mais l’angle GOP est droit, 
parce que GO est perpendiculaire au plan où se trouve 
située la droite OPj donc OGII sera aussi un angle 
droit [1.9]. On prouvera de môme que l’angle OGM 
est droit; donc GO sera aussi perpendiculaire au plan 
HGM [6. 2], et par conséquent les plans liGM et LIN 
seront parallèles entre eux [6. 9]. 

Corol. Deux triangles sont semblables, lorsqu’ils ont 
les trois côtés parallèles cbacnn à chacun; ou aussi, 
lorsque deux côtés de l’un sont parallèles et proportion- 
nels à deux côtés de l’autre, pourvu que leurs ouver- 
tures soient placées dans le môme sens. : 
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XII. Deax droites parallèles interceptées entre des 
plans parallèles sont égales. 

Soient AB, CD, deax droites parallèles interceptées 
entre deux plans parallèles qu’elles rencontrent aax 
points Â, G, et aux points B, D. Menez ÂC dans l’un, 
et BD dans l’autre plan [ i. déf. 5]. Les deux droites 
AC, DB, seront dans nnméme plan, c’est-à-dire, dans 
le plan des parallèles AB , CD [ i . déf. 5 ] : mais elles 
ne sauroient se rencontrer [ 6 . déf. a]; donc AC, BD, 
sont parallèles [i. déf. 5], et par conséquent égales, 
parce que ABCD est un parallélogramme [ i. i5]. 

XIII. Tant de droites qu’on voudra, rencontrées par 
^ des plans parallèles , sont coupées proportionnellement. 

Supposons que trois plans parallèles rencontrent deux 
droites AB, CD, aux points A, E, B, C, F, D : celui 
du milieu coupera dans quelque point G la droite BC, 
qui joindra les points B, C. Tirons CA, £G; ces deux 
droites seront dans le plan ABC : mais à quelque dis- 
tance qu’on les prolonge , elles ne sauroient se rencon- 
trer comme situées dans des pians parallèles ; donc CA 
et £G étant parallèles [i. déf. 19 ], on aura l’angla 
BAC=BEG, et l’angle BCA=BGE [ 1 . 9 ]; donc AB; 
BE::BG:BG [5. 6 . corol.], et par conséquent AE:BE:: 
CG:BG [3. 4]- Gn trouvera de même DF :CF ::BG:CG, 
et CF:DF::CG:BGj donc AE;BE;:CF:DF. 

XIV. Compléter un prisme sur une base donnée, et 
avec un côté donné. 

Soit ABCDEF la base , et AG le côté. Par les sommets 
B, C, D, E, F, menez BH, CI, DL, EM, FN, égales 
et parallèles à AG, et joignez GH, HI, IL, LM, MTÎ, 
TiG. Les figures ABHG, BCIH, CDU, DEML,EFMM, 
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FAGN, étant des parallélogrammes [ i. 16 U reste 
Il démontrer que le polygone GHIMN est semblable 
et parallèle à ABCDEF [ 6. dëf. 4 ]• Tirer AC , AD, 
AE, GI, GL, GM. Les droites AG, CI, étant égales et 
parallèles [ const. ], GI et AC seront aussi égales et pa> 
rallèles [i. 16] : mais GH est parallèle à AB [dém. ]; 
doue les plans HGI et ABCDEF sont parallèles [6. 1 1 ]. 
On démontrera de même que le plan IGL est parallèle 
au même plan ABCDEF ; donc la droite qui du point G 
tombe perpendiculairement sur ABCDEF, sera perpen- 
diculaire aux plans HGI et IGL [6. 10 ] , et anx droites 
GH, GI, GL [6. déf. i] ; donc toutes ces droites sont 
dans un même plan [6. 3]. On démontrera de même ' 
que GM est sur le plan HGL, et GN sur le plan HGM; 
donc GHILMN est un polygone parallèle à ABCDEF 
[6. 10 ]. De ce que GH est parallèle à AB, et HI paral- 
lèle à BC [ dém. ] , il s’ensuit que l’angle GHI sera = 
ABC [6. Il ]. On démontrera de même que les angles 
ILM=CDE, HIL=BCD,LMN=DEF, MNG=EFA, 
NGH=FAB : mais on a GH=AB, et HI=BC [dém.] j 
donc GH : AB:: HI :BC , et pareillement HI : BC :: IL : CD ; 
IL:CD::LM:DE;LM:DE::MN:EFjMN:EF::NG:FA, 
et NG:FA::GH:AB; donc les polygones GHILMN et 
ABCDEF sont semblables [ 5. déf. 5]. 

XV. Les deux bases d’un prisme quelconque sont 
égales entre elles. 

Cette proposition est facile à démontrer. 

XVI. Les prismes sont en raison composée des rap- 
ports de leurs bases et de ceux de leurs hauteurs. 

Soient ABCD et EFGHIL deux prismes triangulaires. 
Relierez les parallélogrammes FM et LN, et lirez la 
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droite ftlN. On démontrera sans peine que EFGMNHL 
est un parailcdipipède. Sur la droite HE prolongée à vo- 
lonté prenez OP = EII; et prolongeant de même LF^ 
IG, NM, menez OQ, PR, perpendiculaires sur LR; 
QS, RT, perpendiculaires sur IT 5 SV, TX, perpendif 
ciliaires sur NX , et joignez OS, OV, PT, PX. Le corps 
OQSVXPRT sera un parallélipipède , dont les côtés 
OP, QR, ST, VX, rencontrent perpendiculairement les 
bases QV, RX j ce qui est facile à démontrer. Cela posé, 
transportez le corps HILOQS dans le lieu que EFGRPT 
occupe, mais de telle manière que les points O , Q , S , 
tombent sur les points P, R, T [ce qui est permis, QX 
étant un parallélipipède, et par conséquent OQ=PR, 
QS = RT, et l’angle OQS= PRT]. On doit donc con- 
clure que la droite HO perpendiculaire au plan OQS,. 
[dém. ], et EP perpendiculaire au plan PRT [ dém. ], 
ne font qu’une seule et même droite [ 6 . 5] : mais on a 
HE=OP, et par conséquent IIO = EP ; donc le point 
H tombera sur le point E. On démontrera de même que 
I tombe sur G, et L sur F. Or, en raisonnant comme 
dans la démonstration de la prop. III du liv. I, on voit 
que les faces du corps HILOQS doivent coïncider avec 
celles du lieu occupé par EFGRPT ; donc HILOQS = 
EFGRPT. On démontrera de même, en ajustant le 
triangle PRT sur le triangle PXT, que le prisme OSR 
= OSX. Et puisque HILOQS est.= EFGRPT, si l’on 
en retranche la partie commune OSF, on aura le prisme 
EGL = OSR; et, en raisonnant de même, le prisme 
EGN — OS.X: mais le prisme OSR est = OSX [dém.]; 
donc le prisme EGL = EGN , et par conséquent le pa- 
rallélipipède LM sera le double du prisme EGL : on aura 
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aussi la Lase FM du parallélipîpède , double de la base 
EFG du prisme J et le parallëlipipèdc LM=:QX. Pro- 
longeant les droites GF, IL, NH, ME, et construisant 
de même le parallëlipipèdc ZY=LM, de sorte que les 
faces Za, SY, soient perpendiculaires aux prolongements 
de ces droites, on démontrera facilement que les bases 
FM, 67, sont e'gales. Prolongeant les cètës Z^ , GS, sY, 
Ça, et construisant de même le parallélipipède t,0 = ZY, 
dont les faces 7 )t, 6x , soient perpendiculaires aux prolon- 
gements de ces côtés, on aura ZY double du prisme EGL, 
et la base r/k = ^y, et par conséquent t,>. double de la 
base EFG du prisme EGL. On démontrera avec la môme 
facilité, que le parallélipipède 7, G est rectangle. La hau- 
teur du parallélipipède 7,9, et celle du prisme EGL, sont 
perpendiculaires au plan EGX, et par conséquent paral- 
lèles [G. 6] : mais elles se trouvent interceptées entre des 
plans parallèles EGX, IVsG; donc elles sont égales. Cons- 
truisez de même le parallélipipède rectangle xp double 
du prisme BCD, ayant la môme hauteur, et une base v 5 
double de la base ABC, et placez-le de manière que les 
bases vS, soient dans un même plan; que les som- 
mets des angles 7, xX, vx'5, tombent sur le même point x, 
et que les côtés tix, xv, soient en ligne droite : les côtés 
xX, x^, seront aussi en ligne droite [i. 7], aussi bien 
que les côtés ox, xx [6. 5 ], par cela même qu’ils tom- 
bent perpendiculairement sur le plan EGX [6. 2 ]. Pro- 
longeant les droites Zv, Ç", eG, GX, coupez un nombre 
quelconque de parties vT, C<s, égales à xv; prenez xt 
multiple quelconque de r,x plus grand ou plus petit que 
_X 5, et achevez les parallélipipèdes t9, 0v, vu, uu, xp. 
On démontrera facilement que les parallélipipèdes 6v, 
.yu, us, sont égaux, et que par conséquent le paralléli- 
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pidè 9(r est aussi multiple de 9v, que la droite xo l’est 
de XV ; et que le parallélipipède t 9 est aussi multiple de 
f)9 , que la droite tx l’est de nx : mais le paralle'lipipède 
t 9 ne sanroit être plus grand ni plus petit que le paral- 
lélipipède 9ir^ que lorsque la droite tx sera plus grande 
ou plus petite que la droite xs ; donc le parallélipipède 
s)9 est au parallélipipède 9v, comme la droite vix est à la 
droite xv. On démontrera de même que le parallélipi- 
pède xp est à xp comme la droite xic est à xo ; mais les 
bases mX, Xv^ sont entre elles comme les droites r,x, xv 
[ 5. 2 . corol.] ; donc les parallélipipèdes t/9, 9v, seront 
entre eux comme leurs bases , vX. On démontrera de 
même qne les parallélipipèdes 9v, x<p, sont entre eux 
comme les bases Xv, v^, et par conséquent que les pa- 
rallélipipèdes sont aussi entre eux comme les bases 

S)X , [3 . 1 o] : mais les parallélipipèdes xp , xp, sont entre 

eux comme x:c et xo [dém. ]; donc le rapport du paral- 
lélipipède v)9 à xp sera composé du rapport de t)X à v^, 
et de celui de xit è xo [4- 2 Ô]. Or ,1e parallélipipède r)9 
est le double du prisme EGL [ dém. ] ; le parallélipipède 
xp, double du prisme BCD [const. ] ; la base v)X, double 
de la base EGF [dém. ] ; la base v^, double de la base ABC 
[const.]; et la droite xic, hauteur du parallélipipède 
[const. et 6. dëf. 3], est égale à la banlenr du prisme 
EGL [ dém. ] ; et on a de même xo égale à la hautenr 
du prisme BCD; donc le prisme EGL est an prisme 
BCD en raison composée des rapports de leurs bases 
EGF, ABF, et de leurs hauteurs xic , xo [ 3. 5. corol. ]. 
" Soient les prismes ABCDEFGHIL et MNOPQRSTV 
XZY. Joignez AC, AD, FH, FI, MO, VZ: on démon- 
trera qne ABCFGH , ACDFHI, ADEFIL et MNOVXZ, 
sont des prismes triangulaires. Désignant par a la per- 
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pendiculaire baissée da point A sur le plan de la base 
FGIIIL , et par 6, la perpendiculaire baissée du point 

M sur le plan de la base STVXZY, on aura 

^ ' prisme MjSA 

base FGH^^ a ^ J , , j .r ^ prisme CDF 

— î: vrv-y X>-[ dcm. et 4 . def. 7 Jj ït^= 

base VXZ è'- ‘ prisme 

base FIL a , 

X — ; donc 


base FUI a prisme DEF 


base VXZ ^ ê ’ prisme MNZ base VXZ'^ ë 

prisme BCF + prisme CDF + prisme DEF 

prisme MNZ 

base FGH a ^ base FIH a base FIL a 

base VXZ ^ g" base VXZ ^ base VXZ^6^~ 

/base FGH base FHI base FIL \ a 

Vbase VXZ base VXZ base VXZ J 

base FGH + base FHI + base FIL a * . - j* ' 

IWfXZ 

prisme ABCDEFGHIL 


a 

-X J, 
base FGHII. 


X 


~ -, donc 


prisme MNZ base VXZ 

base FGHIL a . . 
prisme ABCDEFGHIL = yXZ ' ^ 6" ^ 

MNZ. On trouTera de même le prisme MffîOPQRSTV 

^^ baseSTV^ ^ 6 ^ prisme MNZ: donc 
base VXZ 6 


prisme ABCDEFGHIL 
prisme MNOPQRSTVXCT ' 


base FGIIIL a . nynvrT 

-WVXZ XëXpr..»eMNZ 

‘base STVXZY 6 . Tvnoy 

-ESÎVxz-x-ê’<P"‘“'”™ 


base FGHIL 

base VXZ ^'6 base FGHIL^^ base VX Z 

■“base STVXZY base VXZ ^base STYXZŸ 

base VXZ 

a base FGHIL a 
^ T "“base STVXZY ^ T. 
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Corol. I. Les prismes qui ont des bases e’gales sont 
entre cnx comme leurs hauteurs; et ceux qui ont des 
hauteurs e'gales sont entre eux comme leurs bases. 

2. Les prismes qui ont des bases et des hauteurs re'ci- 
proquement proportionnelles sont égaux; et s’ils sont 
égaux, ils auront des bases et des hauteurs réciproque- 
ment proportionnelles. 
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LIVRE VII. 


DÉFINITIONS. 


I. Lorsque tous les angles d’an polygone ont leurs 
sommets à la circonfëience d’un cercle, on dit que le po- ' 
lygone est inscrit au cercle, et que le cercle est circons^ 
crit au polygone. 

II. Le polygone est circonscrit au cercle, et le cercle 
inscrit au polygone, lorsque tous les côtés de l’au tou- 
client la circonférence de l’autre. 

PROPOSITIONS. 

1. Partager un arc donné en deux parties égales. 

Soit ABC l’arc donné. 

Investigation. Désignant par B le milieu de l’are 
ABC, et par D celui de la corde AC, si l’on tire les 
cordes AB, BC, et la droite BD, on aura AB = BC 
[a. 8. corol. ], l’angle BAC=BCA [i. 4], l’angle 
ADB = BDC [i. 3], et BD perpendiculaire à AC [i. 

6. corol. ]. 

Composition. Tirez la corde AC, et par le milieu 
d'AC menez la perpendiculaire BD. L’arc AEB sera = 
CFB; car, tirant les cordes AB, BC, on aura dans les 
Uiangles ABD, BCD, le côté AD=DC [const.], BD 

7 
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commun , »t l'angle ADB = BDC [const. ] , et par con» 
séqucnt le côté AB=BC [ i. 5] ; donc l’arc AEB = BFG 
[ 2 . 8. corol. ]. 

Corol. Il sera donc facile de partager nn angle donné 
en deux parties égales. 

II. Sur une corde donnée tracer un arc capable d’un 
angle donné, c’est-à-dire, nn arc où l’on puisse inscrire 
an arc donné. 

Soient AB la corde, et C l’angle donné. 

Investigation, Si l’angle C valoit deux droits, le pro- 
blème seroit insoluble; s’il ne Taloit qu’un droit, l’arc 
demandé seroit un demi-cercle [ 2 . 4- corol.]. 

Supposons C plus grand ou plus petit qu’un angle 
droit, et désignons par ABD l’arc demandé. Si l’on fait 
l’angle BAE=C, le côté AE touchera en A l’arc ADB 
[ 2 . 6]. Soit AF perpendiculaire à AE. Le centre du 
cercle respectif ne peut ôtre situé que sur la droite AF; 
et si l’on divise AB également en G par la perpendicu- 
laire GF, il devra se trouver aussi sur la droite GF. 

Composition. Si l’angle C est droit, divisez AB éga- 
lement en H ; et du centre II avec le rayon HA, décri- 
vez le demi-cercle ADB. L’angle inscrit à cet arc sera 
droit [ 2 . 4* corol. ], et par conséquent =C. 

Sic n’est pas un angle droit, faites BAE=C, et élevez 
AF perpendiculaire à AE: l’angle BAF sera aigu. Elevez 
encore GF perpendiculaire sur le milieu d’AB : les 
droites AF, GF, pourront se rencontrer en F [ i. ax. ]. 
Joignez BF. Dans les triangles AFG, BFG , on aura 
AG=:BG [const.], GF commun, et l’angle AGF=BGF 
[const.]; donc AF=BF [ 1 . 5]. SoitDI un cercle décrit 
du centre F avec le rayon AF. Ce cercle devra passer 
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J)ar le point B, et toucher en A la droite AÇ [ 2. 6. 
corol. ]j donc tout angle inscrit dans l’arc ADB sera 
= BAE [2. 6] , et par conséqucnl= C [const.]. 

ITI. D’un point donné mener une tangente à un 
cercle donné. 

Soient BC le cercle, et A le point donné. 

Investigation. Si le point donne est dans l'intérienr 
du cercle, la question est impossible; s’il est à la cir- 
conférence, la tangente et le rayon y feront un angle 
droit. 

Supposons A hors du cercle, et désignons par AB la 
tangente demandée. Tirant le rayon BF, on aura ABF 
un angle droit [2. 6. corol. ]. 

Composition. Si le point A est à la circonférence, on 
tirera le rayon AE; et menant AD perpendiculaire à 
AE, la droite AD sera la tangente requise [ 2. 6. corol. ]. 

Si le point A est hors du cercle BC, tronvez-en le 
centre F. Joignez AF ; et prenant AF pour diamètre, 
décrivez le demi-cercle ABF, qui coupera la circonfé- 
rence BC dans un point B. La droite AB sera la tan- 
gente demandée; car tirant BF, l’angle ABF sera droit 
[const. et 2. 4 * corol. ] , et par conséquent AB touchera 
le cercle [2. 6. corol.]. 

Corol. I. D’un point donné hors d’un cercle quelcon- 
que , on peut mener deux tangentes à la circonférence 
de ce cercle. 

2. Et ces tangentes seront égales; car, menant les 
tangentes GH , GI , aux points H , 1 , du cercle HI, et 
tirant les rayons IL, LH, on aura les angles droits 
GHL, GIL [2.6. corol.], et les angles aigus HGL, 
3 uGI [i. 12]; donc l’angle GHL=G 1 L, LH=LI, 
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GL:LH;:GL:LI, et par conséquent GH:GL::GI:GL 
[5. 8]; d’où l’on tire GH = GI [5. 3. corol. ]. 

IV. Sur une circonférence proposée couper un are 
susceptible d’un angle donné. 

Soit A l’angle, et BCD le cercle. 

Composition. Par un point quelconque B de la circon.» 
férence donnée, menez la tangente BE [ ’j. 5], et faites 
l’angle EBC=A. Tout angle inscrit à l’arc BDC sera 
£=EBC [ 2 . 6], et par conséquent=A [ const. ]; doue 
BDC est l’arc demandé. 

y. Dans un cercle donné inscrire un triangle sem- 
blable à un triangle donné. 

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle. 

Composition. Coupez les arcs ABC et ACB, on l’on 
puisse inscrire l’angle ABC=DEF, et l’angle BCA = 
DFE; tirez les droites AB, BC, CA : le triangle ABC 
sera semblable au triangle DEF [5. 5]. 

VI. Circonscrire à un cercle donné un triangle sem- 
blable à un triangle donné. 

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle. 

Investigation. Supposons que les côtés GH, HI, IG, 
du triangle GHI, touchent la circonférence ABC aux 
points A, B,C, et que l’angle GHI soil=DEF, etGIH 
= DFE. Trouvez le centre L du cercle ABC, et tirez les 
rayons AI<, BLj les angles HAL, HBL, seront droits 
[ 2 . 6. corol.] : mais les angles du quadrilatère AHBL 
valent ensemble quatre angles droits, comme il est fa- 
cile de s’en convaincre en partageant le quadrilatère 
en deux triangles [ i. 12 ]; donc les denx angles AIIB, 
AIjB, font ensemble denx angles droits. Prolongez EF 
'Mirs M. Les angles DEF, DEM; valent deux droits, et 
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par conséquent ils sefont égaux aux angles AHB, ALB, 
pris ensemble: mais AHB=DEF [sup. ]; donc l’angle 
ALB=DEM. 

Composition. Prolongeant EF des deux côtés, et 
ayant trouvé le centre L du cercle donné ABC, lirez un 
rayon quelconque LA, et faites les angles ALB=DEM, 
et BLC=DFN. Par les points A , B, C, menez les tan- 
gentes GH, HI, IG, [7.3], qui se rencontreront en * 
H, G, I [6. 10. corol.], parce qu’étant perpendicu- 
laires à LA, LB et LG [ 2. 6. corol. ], chacun des an- 
gles ALB, BLC, doit être plus petit que deux angles 
droits : cela posé, je dis que GHI sera le triangle de- 
mandé. 

Car les angles de tout quadrilatère font ensemble 
quatre droits [dém. ]: mais HAL, HBL, n’en valent 
que deux [ const. ] ; donc AHB, ALB, feront deux 
angles droits: et puisque DEF, DEM, font la même 
somme J donc les angles AHB-l-ALB=DEF-)-DEM; 
orALB = DEM [const.]; donc l’angle AHB = DEF. 
On trouvera de même l’angle BIC=DFE ; donc le trian- 
gle GHI sera semblable au triangle DEF. 

Corol. De la même manière qu’on a trouvé dans l’in- 
vestigation précédente, la somme des angles d’un qua- 
drilatère égale è quatre droits, on démontrera aussi 
que la somme de tous les angles d’un polygone quel- 
conque vaut autant de fois deux droits qu’il a de côtés 
moins deux. 

VII. Inscrire un cercle à un triangle donné. 

Soit ABC le triangle. 

Investigation. Supposons que le cercle DEF touche 
■n D, E, F, les eôtés AB, BC, CA, du triangle donnée 


C 
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et après avoir trouvé le centre G, tirons BG et les rayons 
DG, EG, Les angles BDG, BEG, seront droits [2. 6, 
corol. ], et par conséquent égaux: mais DG est=xEG, 
et DB=BE £7, 5 . corol. ]j donc l’angle DBG = EBG 

Composition. On partagera chacun des angles ABC, 
BCA , en parties égales, par les droites BG, CG [ 7. i. 
k corol.]; du point G, ou elles doivent se rencontrer [ i, 
ax. ], on mènera sur AB la perpendiculaire GD. Le cer- 
cle DEF, décrit du centre G avec le rayon GD , satis- 
fera à la questiçn. 

Car menant GE , GF , perpendiculaires i BC et k 
AC, on aura les triangles semblables BDG, BEG [ 5 . 5 . 
corol.], et par conséquent DG :BG:: EG:BG; d’où DG 
=EG. On, trouvera de même FG=EG; donc le cercle 
décrit du centre G avec le rayon GD, doit passer par 
les pointsE, F: mais les angles ADG, BEG, CFG, sont 
droits [const. ]; donc le cercle DEF sera tangent aux. 
points D, E, F, des cùtés AB, BC, CA, du triangle 
proposé. 

VIII. Circonscrire un cercle k un triangle donné. 

Soit ABC le triangle. 

Investigation. Le centre du cercle demandé doit être 
un point commun aux trois perpendiculaires qui parta- 
geront en parties égales tous les côtés du triangle ABC. 

Composition. Par le milieu d’AB et d’AC menez 
les perpendiculaires DF , EF, qui devront se rencon- 
trer, par exemple en F [6. 10. corol.]; tirez FA. Le 
point F sera le centre, et FA le rayon du cercle de- 
mandé. 

Car menant 6F, CF, ou aura dans les trianglea 


Digitized by GoogI 


tmiE V»; lo^- 

ADF, BDF, AD=BD [ coust. ], DF commun, et 
l’angle ADF = BDF [const. ]; donc AFz=BF. Om 
trouvera de mèmeAF=CF j donc le cercle ABC, dé- 
crit du centre F avec le rayon AF, doit passer par le» 
sommets B, C. 

Corol. I. Il sera donc facile de faire passer la circon- 
férence d’un cercle par trois points donnes, pourva 
qu’ils ne soient pas en ligne droite. 

2 . Et achever un cercle, lorsqu’une partie en sera, 
donnée. 

IX. Inscrire un triangle ëquilate'ral à un cercle 
^donné. 

Soit ABC le cercle. 

Investigation. Supposons ABC un triangle equilatc'- 
ral, D le centre du cercle, F le milieu de AB, et DE 
un rayon. Tirant PB, AD, AE, on de'montrcra aise'- 
ment que l’angle A DE est la moitié d’ADB: maisACB 
est la moitié d’ADB [ 2 . 4 ]> donc ADE = ACB: et 
puisque DE;DA::CB;CA, on aura l’angle AED = ABC 
[5. 5 ]. Or, l’angle ABC = ACB, parce que AB = AC 
[sup.], et par conséquent l’angle AED = ADE; on 
aura donc dans les triangles ADF , AEF , l’angle AEF 
= ADF, et l’angle AFE = AFD [const.], ce qui 
donne EF : FA :: DF : FA [ 5. 5. corol. ] j donc EF 
= DF. 

Composition. Ayant trouvé le centre D du cercle 
donné, et le milieu F d’un rayon quelconque DE, on 
mènera par le point F la corde BA perpendiculaire 
à DE. La corde BA sera le c6té du triangle en question. 

Du centre A avec le rayon AB décrivez un cercle . 
qui coupera la circonférence donaée, par exemple cuC^ 
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Menez BC, BDj DA, AE. Les angles AEF, ADF, ëlant 
égaux, comme il est facile de s’en convaincre, on aura 
AE= AD [ I. i3. corol.]=DE, et par conséquent ADE 
sera un triangle équilatéral et équiangle [ i. 4 ] ; d’où il 
suit que ADF vaut le tiers de deux angles droits [i. 12]. 
Dans les triangles ADF, FDB, on a AF = FB[3. 2], 
DF commun, et l’angle DFA = DFB [const.] ; donc 
l’angle ADF = BDF [ 1. 5] , et par conse'quent l’angle 
ACB = ADF [2. 4]- Ainsi, puisque ADF est le tiers 
de deux droits [dcm. ], l’angle ACB lé sera aussi ; mais 
le côté AC étant = AB [const.], on a l'angle ABC=: 
ACB [1.4]; donc ABC vaut le tiers de deux droits , et 
par conséquent l’angle BAC en vaudra autant; d’où on 
doit conclure que le triangle ABC est équiangle et équi- 
latéral [ I. i3. corol. ]. 

Corol. I. Tonte corde de cercle qui, en rencontrant 
perpendiculairement un rayon, le partage en deux par- 
ties égales, est égale an côté du triangle équilatéral 
inscrit à ce cercle. 

2. Le rayon d’un cercle est donc égal an côté de l’bexa- 
gone équilatéral, que l’on peut inscrire ù ce cercle. 

X. Construire sur une droite donnée un pentagone 
équiangle et équilatéral. 

Soit AB la droite donnée. 

Investigation. Désignant par ABCDE le pentagone 
demandé, et menant AC, BE, on formera les triangles 
ABE, BCA, dont les côtés AE = BC [snp.], AB com- 
mun , et les angles BAE = ABC [sup. ]; donc l’angle 
AEB=BCA, et ABF = FAB [i.3]: mais AB=BC 
[sup.]; donc BCA = FAB [1.4], et par conséquent 
BCA = ABF. Ainsi les triangles ABC; ABF, seront scm- 
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l)Ia 1 )les [ 5 . 5 . corol. ], cl l’auj^le AFB= ABC : or CDE 
= ABC [suj). 3 ; donc AFB = CDE: mais CFE=ArB 
[ I. ■j]j donc CDE=CFE : el comme AED = B(iD 
[ sup. ] , el AEB=BCA [dr'm. ], DEF scia = DCF. 
D’où il suit que les angles CDE^ DGF, pris ensemble, 
▼aient la moitié de tons les angles du quadrilatère 
CDEF, c’est-à-dire, deux droits [ 7.6. corol.]; donc CD 
est parallèle à EF [1.8. corol. ]. On trouvera de même 
DE parallèle à CF, et par conse'quenl CF = DE [1. i 5 ]: 
mais AB = DE [sup.];donc CF = AB. Les triangles 
ABC, ABF, étant semblables [dém. ], donnent AC: 
BA::BA:AFj mais AB = CF [dém.]; donc AC>AB, 
et par conséquent AB>AF [ 3 . 2 ]. Prolongeant AB e||> 
prenant AG=AC , on aura BG= AF. Prenez GH=AB, 
et divisez AB en deux parties égalés en I ; du centre I 
avec le rayon IB décrivez le cercle BL ; du centre G 
avec le rayon GH de'crivez un cercle qui coupe en Ele 
cercle BL; tirez GL[ = GII=AB]; donc GL sera 
moyenne proportionnelle enire AG et BG, et par con- 
séquent tangeute en L [ 5 . 8]. Tirez le rayon IL; l’an- 
gle GLI sera droit [ 2. 6. corol. ]. 

Composition. On mènera par le point B la droite BM 
e’gale et perpendiculaire à AB; el du point I, milieu 
d’AB,on tirera IM. Ii’angle IBM étant droit , IB sera< 
IM. Soit prolongée IB jusqu’à ce que IG = IM. La droite 
AB sera >BG. Pour le démontrer, on décrira du cen- 
tre I avec le rayon IB le cercle BLA , qui rencontrera 
IM dans quelque point L ; IL sera ~IB. Menant donc 
GL, on aura dans les triangles GIL, BIM, le côté IG 
= IM, et IL = IB [const. ], et l’angle GIL commun; 
donc GL=BM, et l’angle GLI = IBM ; mais IBM est 
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droit [consl. donc GLl le sera aussi, et par consd'-^ 
quent GL toaclie le cercle au point L [ a. 6. corol. ] ; 
donc AG:GL:;GL:BG [5.8] : mais GL = BM [dém.], 
et AB=BM [const.] ; donc AB = GL, et AG:AB::AB; 
BG : et puisque AG>AB, on aura aussi AB>BG [5. a]. 
Du centre A avec le rayon AG, et du centre B avec le 
rayon AB, décrivez deux cercles, qui se croiseront, par 
exemple en C. Tirez BC, AC ; prenez CF =AB, et pro- 
longez BF jusqu’à ce que EF=FC; tirez AE, etachevez 
le parallélogramme CDEF : je dis que ABCDE sera le 
pentagone demandé. 

Car AC étant=AG, et CF=AB [const.], on aura 
■AF=BG: mais AG:AB::AB:BG [dém.]; donc AC r 
AB::AB:AFj d’où il s’ensuit que les triangles ABC, 
BAF, ayant l’angle FAB commun, compris entre les 
célés proportionnels AC, AB et AB, AF, seront sem- 
blables [5. 5] ; donc AFB = ABC, et ABF= ACB [5. 5] : 
mais AB = BC [ const. ] , et l’angle ACB= BAF [ i. 4] > 
donc l’angle ABF = BAF, et par conséquent BF = AF 
[ I. i5. corol.]: mais FE=FC [const.] ; donc BE=s 
AC. Ainsi les triangles ABE, ABC, ont le c6té BE = 
AC, AB commun, et l’angle ABE = BAC [dém.]: 
donc AE = BC, et l’angle BAE = ABC [ i . 5]. Dans le 
parallélogramme DCFE, on a EF=FC [const.], et 
CD = DÈ [ I. i6]; et puisque CF=AB [const.], cha- 
cun des côtés CD, DE, doit être égal à AB : mais BC = 
AB [dém.]; donc ABCDE est un pentagone équilatéral. 
On va voir maintenant qu’il est équiangle; car BE étant 
parallèle à CD [const.], on aura l’angle DCF = CFB 
[ I. 9 ] : mais CF=CB [const. ] , et l’angle CBF=CFB 
£ 1 . 4 ]; donc l’angle DGF = CBF : mais BCF ABF 
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[dém.]; doncBCD= ABC. On trouvera de mémo AED=: 
BAE: mais l’angle B AE= ABC [dem.] ; donc les angles 
ABC, BCD, BAE, AED, seront égaux: et puisque dans 
le parallélogramme CDEF [const. ], l’angle CDE=s 
CFE [dém.] = AFB [1. ^] = ABC [dém.]=BCD=a 
BAE = AED=CDE [dém. ]j donc le pentagone est 
ëquiangle, 

Corol. r. L’angle ABC vaut la cinquième partie de 
six angles droits [7. 6. corol.], c’est-à-dire, trois cin- 
quièmes de deux droits,- donc les deux angles BAC, 
BCA , feront ensemble deux cinquièmes de deux droits 
[ 1 . 1 2] : mais ils sont égaux [ dém.] ; donc cbacun d’eux 
vaudra le cinquième de-deux droits, et par conséquent 
l’angle CBF sera les deux cinquièmes de deux droits, 
c’est-à-dire , le cinquième de quatre droits. On saura 
donc construire denx angles dont l’un soit égal à la 
dixième, et l’antre à la cinquième partie de quatre 
droits. 

2. Il sera donc facile d’inscrire un pentagone équila- 
téral dans un cercle donné. ‘ 

XI. Circonscrire un pentagone équilatéral à un cercle 
donné. 

Soit ABC le cercle. 

Investigation. Soit DEFGH un pentagone équilaté- 
ral, dont les côtés touchent le cercle ABC aux points 
A, I, B, L, C. On aura DA=DC [7. 3 . corol.], DE 
=DH [sup. ] , et AE=CH ; EI=EA , HL=HC et El 
=HL; EF=HG et IF = LG; FB = FI, GB=GL et 
BF=BG. On trouvera de même que les points I, A , 
C, L, partagent en deux parties égales les côtés FE, 
ED, DH, HG. Trouvez le centre M, et tirez MI , MF, 
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MB, MG, ML, MC, MA. Dans les triangles BFM^ 
MFI, on aura FB = EI [de'm. ] , IM = BM [ i. déf. 6], 
FM commun, et par conséquent l’angle BMF = FMI 
[5. 4] j donc BMI sera le double de l'angle BMF. On 
ti'ouvera de môme BML double de BMG : mais les trian- 
gles BFM, BMG, ont BF=BG [dém.], BM commun, 
et l’angle MBF=MBG, parce que chacun de ces an- 
gles est droit [sup. et a. 6. rorol. ] ; donc l’angle BMF 
= BMG [i. 3. corol.], et par conséquent l’angle BML = 
BMI. On trouvera de môme BML = LMC, LMC= 
CMA , CMA=: AMI ; d’où il suit que chacun de ces 
angles vaudra la cinquième partie de quatre angles 
droits. ) 

Composition. Trouvez le centre M du cercle ABC , et 
construisant l’angle AMI égal à la cinquième partie de 
quatre droits [ 7. 10. corol.] , faites IMB=AMI=BML 
=LMC : l’angle BML sera aussi la cinquième partie de 
quatre droits. Menez des tangentes aux points A, I, B, 
L, C, du cercle ABC [7.3]: ces tangentes doivent se 
rencontrer [6. 10. corol.], et former le pentagone équi- 
latéral AIBLC. 

Car tirant MF , MG , on démontrera , comme ci-des- 
sus, que l’angle BMI est le double de BMF, et BML 
le double de BMG: mais l’angle BML = BMI [const.]; 
donc BMF = BMG. Or, l’angle MBF=MBG, parce 
qu’ils sont droits [const. et 2. 6. corol.], et les deux 
triangles BFM, BFG, ont le côté commun BM; donc — 
BF:BM::BG:BM [5. 5], et par conséquent BF=BG. 
On trouvera de même IR = IF: mais BF==IF [const. 
et 7. 3. corol. ] ; donc EF =:FG, et ainsi de suite. 

Autre composition. Ayant trouvé le centre M du 
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cercle ABC faîles l’anRle DMF égal à la dixième partie 
de quatre droits j par le point B menez BF perpendi- 
culaire à MB, qui rencontrera MF en M. Du centre 
M avec le rayon MF décrivez un autre cercle : la 
droite BF sera la moitié du côté d’un pentagone équi- 
latéral inscrit à ce cercle , et dont les côtés seront autant 
de tangentes du cercle ABC. 

Corol. Dans tout rectiligne équilatéral circonscrit à 
nn cercle, et dont le nombre de côtés est impair, cha- 
que côté est divisé egalement au point de contact. 

XII. Tout rectiligne équilatéral, inscrit ou circons- 
crit à un cercle, est équiangle. 

La démonstration en est facile. 

XIII. Un angle plus petit que deux droits étant 
donné , tirer par son sommet une ligne droite de telle 
manière que, de quelque point que l’on en mène deux 
autres en ligne droite jusqu’aux côtés de l’angle pro- 
posé, ces deux autres soient toujours proportionnelles 
aux segments qu’elles coupent snr les côtés de l’angle 
proposé. 

Soit ABC cet angle. 


Investigation. Désignons par BD la droite requise, el 

soit tirée la droite AC ou AD, qui rencontre BA, BC, 

. A r T» rk triangle ABD AD 

BD, aux points A , C, D. On aura — ; — =-— 
* ’ triangle BCD CD 

rc - 11 1 r / «1 .4’ ' -I 

[5.0. corol. ] = ^ [ sup. ] [ 4- 6 ] j d ou il 


suit que les deux angles ABD, CBD, sont égaux, on 
qu’ils valent ensemble deux angles droits [5. 4 ]• 
Composition. Partagez l’angle ABC en deux parties 
égales par la droite BD; ou bien prolongez l’im des 
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côtes AB, et partagez en deux parties e'gales par îa 

droite BD l’angle EBC, compris entre le côte' BC et le 

prolongement de l’autre: je dis que BD sera la droite 

demande'e. 

Car menant DA, DC, en ligne droite, et obseryant 
que dans le second cas les deux angles A BD et DBG 
font ensemble deux angles droits, parce que EBD = 


triangle A BD v 


^ AB 

BC^ iD^^' ‘^“~BG 


DBG, on aura—; v ' t'nn 

' triangle CBD 

3. co„i.]; ao.. 

^ = et par «onséquent AD:CD::AB:BC. 

liCi viD 
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LIVRE YIIL 


AVERTISSEMENT I. 

Les géomètres modernes, pour abre’ger certaines 
operations de calcul , et en faciliter quelques expres- 
sions, substituent ce qui suit, à la place des avertisse- 
ments 1 et II , et de la définition III du liv. III. 

SUPPOSITION I. 

Le nom d’une grandeur sans aucun signe , on pre'cédd 
du signe -f , marque qu’elle doit être réunie à quelque 
autre grandeur du même genre. 

DÉFINITION I. 

Toute grandeur dont le nom est précédé du signe -f-, 
ou dont le nom n’est précédé d’aucun signe, s’appelle 
addictive, ou bien positive ou affirmative. 

SUPPOSITION IL 

On sous-entend, au contraire, qu’nne grandeur doit 
être retranchée d’une autre du même genre, lorsque son. 
nom est précédé du signe — . 
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DÉFINITION II. 

Toute grandeur dont le nom est pre'cédé du signe — , 
s’appelle soustractive , défective ou négative. 

définition III. 

Deux grandeurs sont contraires , lorsqu’une d’entre 
elles est posltire, et l’autre négative. 

SUPPOSITION III. 

La somme de deux grandeurs inégales et contraires 
est égale à la partie qui en seroit la différence , si 
elles n’étoient point contraires j et cette partie est tou- 
jours contraire à la plus petite des deux grandeurs. 
On désigne la somme de deux grandeurs égales et 
contraires, par le mot zéro, ou par le chiffre o, que 
l’on traite souvent comme si c’étoit le nom de quelque 
chose. 

SUPPOSITION IV. 

L’excès d’une grandeur sur une autre du même 
genre est égal à la partie, qui étant réunie à celle-ci, 
reproduiroit l’autre. 

Coro/. Soustraire une grandeur négative, c’est l’ajou- 
ter après l’avoir rendue positive. Par exemple. A — 
( — B) revient h A-J-Bj car A-f-B -|- ( — B), repro- 
duit A. 

SUPPOSITION V. 

Les grandeurs proportionnelles , selon la défini- 
tion 111 du liv. 111 , seront toujours proportionnellos , 
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excepté dans le seul cas ou un antécédent et son consé- 
quent, étant contraires entre eux, les autres ne le se- 
roient pas. 

Corol. i. Le produit de deux facteurs contraires est 
négatif, et celui de deux facteurs non contraires est po- 
sitif. 

2 . Le quotient est négatif ou positif, selon que le 
dividende et le diviseur sont contraires ou non con- 
traires. 

5. La racine carrée d’un nombre négatif est impossible. 
AVERTISSEMENT IL 

Quand on désigne par le signe =, ou par des mots, 
que deux grandeurs sont égales, sans déclarer qu’elles 
sont contraires, on sous-entend toujours qu’elles ne le 
sont pas. 

Règle pratique de la multiplication , lorsque les fac~ 
teurs sont des sommes indique'es. 

Pour trouver, par exemple, le produit de aa -f lac 
— hc par a — b, on multipliera chaque terme du inul- 
/ tiplicateur par chacun des termes du multii)licande, 
en écrivant les produits respectifs, d’après le tableau 
suivant : 

aa +‘iac — bc 
a — b 

aaa + laac — abc 

— uab — "iabc + bbe 

aaa + an{sic — h) ■ — ’^abc + hbe. 

On dira, par exemple, aa par a donne aaa, que 

8 
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l’on écrit de suite j + aacpara donne + 2 aac , quel’oa 
écrira de mémej — bc par a donne — abc, [8. sup. 
5 cor.] que l’on écrira encore, et ainsi de suilej aa 
par — b donne — aab j + aac par — i donne — -xabc-, 
bc par — b donne + bbc; et en réunissant les diffé- 
rents produits, on aura pour le produit total aaa aa 
(ac — b) — "babc + bbc—^a — b) (aa-f aac — bc). 

Autre exemple. 

yy + 'iajr —\aa 

— -H aa 

j-fxr + i ««jrj t 

— aaj'jj- — ^aajjr+ aaajr 

aayjr ^aaajr — \aaaa 

yyjy -p o — \ aayjr + 5aaay — ^aaaa 

Règle pratique de la division, lorsqu’un même nombre 
se trouve répété comme facteur dans quelques ter- 
mes du dividende et du diviseur. 

On ordonnera d’abord le dividende et le diviseur, en 
prenant pour premiers termes ceux où nn même nom- 
bre se trouvera répété le plus de fois comme facteur; 
pour les seconds on écrira ceux où le même facteur se 
trouve répété autant de fois que dans les premiers ter- 
mes, moins une fois. Si ces seconds termes manquent, 
on mettra o à leur place. Les troisièmes seront ceux où 
le même facteur entre autant de fois que dans les pre- 
miers, moins deux fois: à leur défaut on écrira 4- o 
pour troisièmes termes, ainsi de suite. Cela posé, on 
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procédera à la division, en se réglant sur le tableau ci- 
joint, et en se conformant à la méthode suivie dans la 
proposition XVI du liv. IV. 

Soit 5aaaj-+j-jyy — \aayjr — \aaaa le dividende, et 
aa+j-j - — le diviseur. Ordonnant par rapport àj', 
comme on le voit ici : 7 

jrj- + 2ajr —jaa 
jy — 2 ay -b aa 


O —jaajj + 5aaajr—^aaaa 
O -h 2aj-jy — ftiojy'h aaajr o 
o —^aayy o 

O 

On dira ; *?2221 donne JIT": je pose donc +jy i la place 

destinée au quotient : jy'Xjy donne jyjy; ce produit 
retranché ieyyjy ne donne rien : je pose donc o au- 
dessous àejyjrjr-.yjr'X. — donne — ce pro- 
duit retranché de o, reste + , que j’écris au- 

dessous de o: yjr'X,aa donne aajy, et ce produit re- 
tranché de — T aayy, reste — J flaXT" j® P®*® •' 

+ donne aaj'ponr second terme du quotient : -lay 

'Xyy donne ^ayyy, ce produit retranché de layyy, reste 
rien: je pose donc o au-dessous de layyy: -f- layY. 

— aqr donne — l^aayy, ce produit retranche de — 
I aayyj reste — -j aayy, que je pose au-dessous de 

— 2 . aayy : -j- 2 ay X donne -f- laaay, ce produit re- 
tranché de 5aaay, reste aaay, que je pose au-dessous de 

’• nayy 


5aaay : - 


yy 


donne —jaa pour troisième terme 


n6 PRINCIPES MATniMiTIQireS, 

du qnotiVm: — \aay.yjr Aonne — \aaff, ce produit 
retranché Ae—\aajj, reste o: — ^aaX — donne 
j’écris donc o au-dessous du terme aaajr du 
dividende : — {aaX oa donne — ~aaaa ; je pose o au- 
dessous de — {aaaa. On aura donc 


-aa. 


nyy — \ «qrr + ’haany — hagaa 

yy — 'xay tiCL 

Voici la même division , en ordonnant par rapport à a: 

— '-aa -f -îax+jj 

aa — iaj +jy 

— jaaaa + ôaaaj- — 7 ««rj -h o -f jyfX 

o +2aaaj' — "haayy — 2ayy O 
o -f- aayy o 


AXIOME. 

On sait par expérience que ces pratiques sont aussi 
sCires que les principes dont elles dérivent. 
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LIVRE IX. 

« 

DÉFINITION I.. ^ 

'■ > 

Toute série dont on peut augmenter le nombre de 
termes autant qu’on yeut, soit parce que la loi de con» 
tinuation en est donnée d’uTance, soit p^irce que le» 
premiers teimes composent toujours de- la même ma-- 
nlère ceux qu’ils précèdent, s’appelle série conver^ 
gente, pourvu qu’en se bornant à un nombre donné de 
premiers termes, on puisse négliger les autres sans 
erreur considérable. En pareils cas, après avoir écrit 
assez de termes pour en indiquer la loi de continuation, 
on désigne la somme de ceux qu’on néglige, par un etCv 
mis à la suite des premiers termes. 

PROPOSITION I. 

Toute série en proportion continue, dont le premier 
terme surpasse le second, est convergente. 

A, B, étant deux grandeurs homogènes, on pourra 
désigner toute série en proportion continue, par l’expres- 
sion A+B+B X ^ +BX ^ X jX^ 

+ etc. Cela posé, je dis que cette série est convergente, 
si l’on suppose A>B. 


n§ PRlNCrPES MATHÉM-iTIQUES, 

B * 

. Soit, en effet, A>B, et ^ =c: on aura A+B+Bx 

B • 

— + etc. =’A(i+c+cc+ccc+etc. ), et chaque terme 
A 

de la çe'rie i +c+cc+ccc+etc. , sera le réciproque de 

celui qui lui correspond dans la se'rie i H 1 >1 

^ c cc ccc 

* +etc. Or, dans l’une comme dans l’autre, chaque terme 

est égal au premier, plus le second moins le premier, 

plus le troisième moins le second, plus le quatrième 

moins le troisième, et ainsi de suite jusqu’au terme qui 

le précède; et dans la seconde série, les différences 

1 1 I 1 I 

I , — , , etc., vont toujours en ang- 

c cc c ' ccc cc ‘ 

mentant ; donc la somme de ces différences peut devenir 
plus grande qu’aucun nombre donné [ 5 . as.]. Soit O 
une grandeur moindre que A , et que l’on puisse négli- 
ger sans erreur considérable. Il sera donc permis de * 

supposer dans la série i + etc., un. terme 

A . . O 

d > j-r, c’est-à-dire, dO — cdO > A ; d’où -j- > 

U — c\J A 

I • I 

— ; : mais la valeur de r ne sauroit être plus 

d — cd d — cd 

\.ccc „ 

petite que -j- — -f. + etc. , ce que 1 on pourra ve- 

nficr en multipliant -z et -3- -f -t- H- -j- -f etc. 

d — cd d d d 

O I C cc 

pard — cdjdonc ^ ^ -H ^ -h etc. ;et parconsé- 

quentO > A -h -f etc.^. Il est donc clair que cette 
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dernière se’rîe peut être néglige'e sans errenr considéra- 
ble : mais elle n’est qae la continnation de la série A( t 

A 

+ c-|-cc-l-etc.), depuis le terme ^ [const. ] j doncA+ 

jg 

B + BX - 7 - + etc. [=A(i + c4-cc+ etc.)], doit être 
A 

«ne se'rie convergente. 

CoroL I, Quel que soit le nombre la serîe i +a+ 


aa , aaa 

T+ix5 + ^5-)r4 + »X5X4X5 +^‘°-'““*°"- 

jours convergente. 

Soient c un terme quelconque de cette série, et h la 

nombre de cens, qui le précèdent, h étant un nombre 

entier plus grand que a. La continnation de la série pro- 

, , . , ac aac 

posee , depuis le terme c , sera c + -, 1 — ; — = 

aaac ‘ , 

+ -T — ; — ïT + etc, ; maifi chaque terme de 

celle-ci n’est pas plus grand que le terme qui lui corres-. 

pond dans la serie c -b j— b — . ,, , + 


(A-b i) (i-b 0 (^ + 1) 


-b etc. , et celle-ci est convergente 


, _ ac cac 

[9. .]i doncc+ + 

aaac 

( i+.)(&+2)(&.b5) + P" conséquent i -b a -b 


aa , aaa aaaa 

T + + ^ÔÔX4 

2. La série a + ^aaa + ~aaaaa’\‘e\.c.f est conver- 
gente tontes les fols que a < 1 . 
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DÉFINITION II. 


a , h , étant deux nombres quelconques, et c le nom- 

Lre qui rend i +c-f- b— ^ +Ctc. =a, 

^ 2 2X3 2X3X4 

. ... hbc.c hbbccc 

oij désignera la serie i + «c 1 — _ ■■ -f- 

2 2X3 

bhbbcccc i , 1 IL • Il 

, etc. par a” , et le nombre a* s appellera puis- 

sauce d’a indiquée par l’exposant h , ou bien racine d’a 

indiquée par l’exposant Dans ce second cas , on écrit 


h h 

quelquefois ,/ a à la place d’A*", et y/ a s’appelle ra- 
cine d’n , première ou seconde , etc . , selon que le nom- 
bre b est i ou 2 on etc. : on dit de même qu’a* est la 
première puissance d’a, ou la seconde, etc., selon que 

a 

h est égal à 1 on 2 ou etc. Au lieu d’a', et y/ a, on. 
écrit toujours a et \/ a. 


PROPOSITIONS. 


( 


II. Soit a un nombre quelconque positif, et i = a 

+ 

■) 


1 + J. X " 

a + I 5 a + 1 a I 


■ X " 


a+ I 


‘ X 


5 a -t- I 


X X V 

a+i a+ i a+ i a+ 1 

, bb bbb hbhb 
a—i + 6 H 1 1 ;; ; 

^ 2 ^2X3^2X5X4 


Car mettant c à la place de — ; — , on aura i = a c - 1 - 
'■ a -b 1 


-b etc. J : je dis que 
-b etc. 
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iccc + |ccccc+ etc., et ac + c=a — i ; d’où l’on tire 

I + c . I +c 

c+i = a— ac = fl(i — c)et a= mais ^ — 

ï 2C + 2CC + 2CCC + 2CCCC + ctc. , cc que l’on prouve 
en multipliant le diviseur i — c par le quotient i + 
2c + 2CC + 2CCC + etc. J donc a—i + 2C + 2cc + iccc 
+ etc. : mais en substituant 2C + f ccc + \ccccc + etc. , 

hb hhb 

à la place de h dans la série i + 6 + — + -? + 

* 2 2 J 

bbbh . , . . 1 „„ I 

1- etc. , on trouve la meme expression i + 2 C + 

2X5X4 

2 cc + 2 ccc+etc. ; donc b est le nombre qui rend a = i + 
bbhb 

+ etc. 


bb bbb 

ï^5 X4 


III. Soient a, b, deux nombres quelconques positifs, 

t O — I , , 


û+i 3a-f-i n+i 


a + i 5 a + i 


’-x'"' 


•x" 


-t a — I . , b — I 

-X — ; — +etc. , et d= - — ; — ■ + 


« + i''«+i ’ — ' b + 

, fc— 1 I , I 1 I ^—1 

3i+2^^' + i'^A + i'^5i+i b + i Z(+i 

^ ^ J d 

X 1- '■ je dis que a‘ — b, c’est-à-dire, 

que b est une puissance d’a, indiquée par l’exposant — 

Lee Sccc , jGcccc 

Car I -t- 2 C -b -1- ^ + etc. , et 

, J Ldd 8ddd j6dddd , . r ^ 

l=i + tid+^ + + ■ O ^ [9- 


2X3 2X5X4 

a Lee — occc 

, - . icd . ce 

donnent a° =i H 1 1- 


ddd 

ccc 


2X3 


«y 
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iGcccc 


cccc , _ tidd 

— [- etc. [9. def. 2] = I + a«i + - — + 

^4 3 


2 X 3 X 4 ■ 

%ddd I Qdddd 

ÏX3 +«5X4 


IV. Toutes les fois qu’un produit et ses facteurs sont 
des puissances d’un même nombre, l’exposant du pro- 
duit est égal à la somme des exposants de ses facteurs. 

Soit a un nombre positif, b , c , deux nombres quel- 

. J f O . — I I a — I a — I a — 1 

conques, et d= 2 ( 1 - — V V i 

W + I 5 a -b I ^ a -P 1 a 4 - I 

. . ^ ^ dd ddd dddd 

+ etc. j: on aura a = i+rf+ _ -p 4. 

etc. [9. 2], et par conséquent i 4- bd + {bbdd 

4- 5 AW ddd -p ~ bbbb dddd-\- j|-j bbhbb ddddd -p etc. ) 

{\ + cd+\ccdd+\ ccc ddd -p ^ cccc dddd 4- — ccccc 
ddddd + elc.) ;.mais cette expression, en exécutant la 
multiplication , revient à celle-ci : 

I •¥bd-\-\bbdd-\-^bbbddd+-^^bbbbdddd+-'—bbbbbddddd+e\,C^ 

4 *c<f 4 " bedd -^-jbbcddd ^bbbcdddd-^- -—bbbbcddddd -\-elc. 
•\-^ccdd-{-\bccddd -p ^ bbccdddd bbbccddddd+elc. 
+^cccddd+ I bcccdddd+ bbcccddddd-^-etc. 

+^ccccdddd+ ^ bccccddddd -petc. 

+TTS cccccddddd +eic^ 
4- etc. 


et l’expression i 4- (5 -p c) <f4- i (Z» 4. c) (J-Pc)<f«i4- 
i(*+c) (i4-c)(i4-c)rf4fd4-^(i-Pc)(i4-c)(A-Pc) 
( A 4 - c ) -p 6 4 - c) ( A -P c ) ( i 4- c ) ( A 4- c ) ( i 4 - c ) 

d</rf<W-petc. =o^+ ' [9. déf. 2], donne le même résul- 
tat, en exécutant les multiplications indiquées^ donc 
0^0'= 0*’+'. 
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Corol. I. a''> = af’ a!’ -, = a’’ a'’ af’ -, ainsi <le suite. 

h i * 

2. a’ = a’’; donc a' est la racine carrée de a*: 

b b h b 

a’=a*’; donc a’ est la racine cubique de ainsi 
de suite. 

5. a‘-‘= — : car a»-' û'=a*’+‘-‘ [ 9 . 4] — a*’= 
— 


4. 


5. 



Schol. Dans des expressions telles qne on ne re- 
garde sourent le nombre h que comme un indice de mul- 
tiplications , divisions et extractions de racines, qu’il 
faut faire selon les corollaires précédents , pour obtenir 
le nombre a*’ j et alors on est dans l’usage de supposer 
aussi a négatif. 

V. a,h,c, étant des nombres quelconques, je dis 
que («'’)'= 


Que l’on trouve un nombre d qni rende i -1-rf 

+ -^«^^-f-etc. =a [9. a], et on aura a*’= i -f- èif-p 
~bbdd -f- jbbbddd -|- etc. j d’où il s’ensuit que l’expres- 
sion (a*)' est égale à la série i -H cbd -j- 4 c’ (irf)’ -b jC* 
{bd)^ ■+■ etc.= I -f- bcd+ \ bcbcdd+ \ bcbcbcddd+eic.j 
c’est-à-dire =«^‘=[9. def. 2]. 

Corol. I. (a*’)‘=(u‘)*. 

- r s- -T ® ® 

2. a'^ L==a *=(a*)‘ J = \/(®‘)=(\/«)*- 
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VI. Soient a ,b yC, trois nonibres quelconques : je dis 

qu’û‘ b‘— {aby. 

Car désignant par d le nombre qui rend a^=zb 
[g. 3 ], on aura a‘^(a‘*)‘^=n‘^a‘''=a‘+“^[g. 4 ] 

= a'^('+‘^)=(rt‘ +'')'= (00'^)*^= (ai)'. 

VII. Désignant par A le terme précédent, on aura 

(i+Q)'‘=i+nQ + ^^AQ+^AQ+^ AQ 

+ etc. , pourvu que l’on ait Q< i , lorsque n ne sera pas 
un nombre entier et positif. 


Soit mz=z'i 



et par conséquent i +Q= 1 + m + 4 /n’ + 

■ 4 - etc. [9. 2] : ou aura (1 + Q)" =;=i + mn + | (mn)* + 

I (ma)*+ {mn)'* + etc. [9. déf. 2] : mais — donne 


ïQ— ïQ’ + îQ’ — + — etc. , et par consé- 

quent ni=Q— — ÈQ^ + t^Q^— etc. 

+ itQ^-ïïQ'+ jQ'-etc. 

+ 8^Q^ — etc., 

c’est-à-dire, w=Q — |Q’ -f jQ’ — -f — etc. } 
donc cette valeur de m sera convergente tontes les fois 
que Q< 1 [9. I ]. Substituant donc cette valeur de m 
dans l’expression ( i +Q)" = i -f mn+ {m'* n’ -f- n* 
-+- 7^* -f etc. , on trouvera (i+Q)“ = 
I + nQ — {n Q’ -f i/z Q’ — A /I Q4 -1- j n Q’ — etc. 

+ in’Q’— î«’Q’ + Tl «’Q' + etc. 

+ — etc. 

+ -4-etc. 

+ etc. 

= 1 +nQ + (în*— i«) Q* + (i +i «) Q' +. 
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(^„4_ i„î + ^ n> _i„) Q4 + ^ „4 + 

" — «’+!«) Q^+etc. = i+hQ+« ■ " ^ * Q’+« — — 


. n — 2 n — I n — a « — o n — i 

X _Q.+„__ X — X — <y+« — X 

” 5 . , W I. 

— ^ — X — — X — ^ — Q’+etc. , ce qne 1 on prouve en 


effectuant les multiplications indiquées j donc ( i +Q)" 

= 1 +«Q+ ^ AQ+ ^ AQ+ ^ AQ+ ^ 

AQ + etc. , lorsque Q < i. 

Substituant 2,3,4; etc. , au lieu de n dans la formule 

( 1 +Q)"= I +«QH ^ — AQ + etc. , on trouvera suc- 

cessi vemen i(i+Q)“ = i + 2 Q+Q’;(i+Q y= i + 5Q + 

3Q>+Q^ (i+Q)4=i + 4Q+6Q’+4Q3+Q<; (i+Q)* 

= i+5Q+ioQ*+ioQ^ + 5Q4+Q5. (, +Q)6=, +6Q 
+ i 5Q’+2 oQ^ + i5Q^+6Q5+Q6. (i +Q)7:=i + 

+ 2iQ’4-55Q^ + 55Q4+2iQ^ + /Q®+Q’; etc.: mais on 
obtient les mêmes résultats en multipliant i + Q par 
* +Q; ( • +Q)’ par I +Q; (i +Q)^ par i +Q; ainsi de 
snitej donc la formule a égalementlieu quel qne soit Q, 
pourvu que n soit un nombre entier et positif. 

Corol. Soient <7, A, w, des nombre quelconques: on 

anra(a + i)"= + — 

, n — 2 . i , \ , n I 

+ — :: — A 1- etc. ]=a" + na^—'b+n a"~^b* 

0 a J 2 


n — I n — 2 

+ « — X —g — a"“^i>^d-elc.j mais à condition qu’a 

soit > i, lorsque >i ne sera pas un nombre entier et po- 
sitif. 


« 
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VIII. a étant un nombre positif, je dis que 2 | 

+ etc. 

Posan t c = ° ^ et , il s’agit de démou trer que 

a+i a ' ° 

2 c + 1 c’ + 1 c- 5 + e te. = + 7 <!’ + i + e te. Les sup- 

. . U 

positions c = — ^ ^ 


• I , a- 
et — 


- donnent a= ^ : 


— et par conséquentd= ^ _ =2C — 2C’+ 2C* — 

2c<+2c^ — etc. -, ce qnel’on peut vérifier en multipliant 
le quotient 2C — 2c’ + 2c^ — etc. par le diviseur i +c. 
Substituant donc ce quotient au lieu de d dans l’ex- 
pression d+^d^+^d}+^d‘^+\d^+etc. ,Qix trouve 2c+ 
+ -|c® + etc.; donc 2c+etc,—d + + 

+ + etc. , c est-a-dire, a ^ j + 

IX. Désignant par A le terme précédent, on aura 
nQ 


(I +Q)“ = i + 


(n-l-nAQ (/i + 2)AQ 

1+Q 2(i+Q) 3(«+Q) 


Ç»+ 5 )AQ ^ ^ pourvu que l’on ailQ< — , lorsque Q 

4(i+Q) ^ 

est négatif, ou lorsque n n’est pas un nombre entier et 
négatif. 
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Faisant +^(7^ +etc., 

on aura 1 +Q= i +m+im»+*w’+ j:;m 4 +y^ni 5 +eic. 
[9. 7. 2]. Donc (i+Q)" = I + m/i + T + 

Mettant c au lieu de-— q, il 


vient 7n=c+ jc’+ | c’+ etc. ; substitnant cette 

valeur de m dans l’équation précédente, on a 

(i + Q)"=i+/ic+inc*+f nc’+i n<fi+ j nc^+elc. 

+7n’c’+tn’c’+jin*c4+ ^/i*c5+etc. 
+i«^c’+^n’c’+ fin’c^+etc. 
+^/i<c<+ ~ n^c*+etc. 
+rb«^c 5 +etc. 

c’est-à-dire, ( i + Q)"=i + «c -f (in’ -f |n)c’ -f (jn’ 
+ in’ -fin) c’-f- (i^n4-f^^n’-f. ii n’-f in)c*+ Tfj («5+ 

n”^+fr"’+ 7 T«’+ jn)c5-f etc. = i -H nc-f c* 


n-f I n-4-2 J n-f I 
+n—X — à+n — 


:l + 


nQ 




i+Q 2 ( 1 +Q) 


xî+îxi±ici+«». 

O 4 

(n-f2)AQ (n-f 5 )AQ 

3(t+Q) 4(«+Q) 


-f etc. , pourvu que l’on ait Q < , lorsque Q sera 

négatif; autrement les séries, soit du théorème, soit de 
la démonstration, ne scroient point convergentes. 

On prouvera , à peu près comme dans la proposition 
VII , que la formule dont il s’agit ici peut avoir lieu , 
quelle que soit la valeur de Q, pourvu que n soit un 
nombre entier et négatif. 
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PRINCIPES MA.TIIÉM4TIQUE9 , 


DÉFINITIONS. 


III. Considérant tous les nombres comme des pnissan- 
ces d’un même nombre, on appelle celui-ci base de 
logarithmes f et l’exposant de chaque puissance en est 
le logarithme. 

Corol. Le logarithme de la base sera toujours = i 
[9. déf. 2]. 

IV. Lorsqu’on suppose la hase = i -b i + — -}• 


q î 1 î + etc. , les logarithmes s’ap- 

^3X5X4 2X5X4X5 i 

pellent hyperboliques ou naturels. 


AVERTISSEMENT. 


la veut dire logarithme de a. 


PROPOSITION X. 


la" = nia. 

Car supposant b la base , on a a = [ 9. def. 3 ] , et 

<}"= i"*" [9. 5 ] J donc la" = nia [9. dcf. 3 ]. 

Corol. I. h [=/a“ [9. corol. ] = o = 0. 

2. l{ac)\^ = l{b'"b'‘] = lb'‘‘+'‘ z=[la + lc)lb = {_la + 

lc)X 1 [ 9 - 5 * corol.] ] = 

3 . l— [ = l(ac-‘)l 9 . 4- corol ]] = la — le. 
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LIVRE X. 


DÉFINITIONS. 

I. Tout nombre entier qui n’est multiple d’ancani 
multiple de l’unité, s’appelle nombre premier. 

II. Les racines d’un trinôme x'+ax+b , sont leâ 
nombres a, £, qui rendent (x — a)(x — S)=x’+ ax+b; 
les racines du quatrinome x’+ax’ + ix+c, sont les 
nombres a, S, ')f, qui rendent (x— a)(x— e)(x— 7) 
:=x^+ax'‘ + bx+Ci les racines du polynôme 3 ,‘^+ax^ 
+ bx'+cx+d, sont les nombres a, 6, 7, S, qui rendent 
(x — «)(x — ê) (x. — f) (x — S)=x* + «x^ + bx'+ ex 
+ d; ainsi de suite. Les lettres a,b,c ,d, etc. , désignent 
ici des nombres quelconques positifs ou négatifs, ou des 
zéros; et on appelle nombre principal celui dont on 
retranche les racines , pour former les facteurs des po> 
lynomes. 

PROPOSITIONS. 

I. Chaque racine substituée à la place du nombre prin- 
cipal, réduit nécessairement à zéro le polynôme respec- 
tif; et tout nombre qui, étant substitué à la place du 
nombre principal, réduit h zéro un polynôme proposé, 
en est nécessairement une racine. 

IL Lorsque le nombre principal et ses coefficients 
sont des nombres entiers ou des zéros, et que le dernier 
terme et l’une des racines sont aussi des nombres en« 

9 ‘ 
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tKrs, je dis que si l’excès du norahre principal SDr 
celte racine n’est pas égal au polynôme proposé, il en 
sera toujours un sons-multiple. 

Soient x^-\-ax^+bx'^-\-cx + d le polynôme,* la ra- 
cine, et [x^+px'+qx+r) {x — a) = x^+<7x’ + iar’ + 
cx+d, c’est-à-dire, x^+{p — a) x^+ {q — ap) ar’-l- 
(r — aq) x — ar= 3 ^'\-ax^+hx'+cx+d. On aura p — a 
= a, q — ap = b, et r — aq = c: mais a, b, c, x, sont 
dès nombres entiers ou des léros [sup. donc p ,q ,r, 
et par conséquent x^+px^+qx+r, seront des nombres 
entiers, tant que x sera o ou nombre entier; d’ouilsuit 
^ue x^-f-ox’-fix’-l-cjr-l-d doit êlre=.r — a, ou mul- 
tiple de X — a; et ainsi des autres cas semblables. 

III. Un nombre entier étant proposé, trouver tons les 
diviseurs entiers dont il est susceptible. 

Soit 120 le nombre proposé. Ce nombre divisé par a 
donne 6o; écrivez 2:60 divisé par 2 donne 3 o; écrivez 2: 


.V . i5 

5 o’ divisé par 2 donne i 5 ; écrivez 2 : et puisque — n’est 

^u’un nomlire fractionnaire, essayez 3 , c’est-à-diré, le 

plus petit nombre premier au-dessus de 2 : 1 5 divisé par 

3 donne 5 ; écrivez 3 î et puisque le quotient 5 est aussi 

nombre premier, écrivez 5 , et vous aurez 2X2X2X3 

X 5 = 120, dont les sous-multiples entiers sont 2; 3 ; 5 ; 

2 X 2 ; 2X3;.2X5; 5X5; 2 X 2 X 2 ; 2X2X5; 2X2X5; 

aX3X5; 2X2X2X3; 2X2X2X5; et 2X2X3X5. 

. 2 I 4 - ^ 

Soit 2145 le nombre proposé. — étant un nombre 


fractionnaire, essayez 3 ; 


2145 _ 


écrivez 5 : 


715 

T 


, . _ 7i5 „ i43 

la est pas entier; essayez 5 : -‘-rr- = 142; écrivez 5 : 

b 5 
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ii^est pas entier ; essayez 7 : est encore une fraction ; 

essayez 1 1 : = 1 Sjecnvez 1 1 et 1 0 , nombrespremiers^ 

et vous aurez 5X 5X 1 1 X « 0 = 2 1 45, dont les sous-mulii' 
pies en tiers sont 3; 1 1 ; i5; 5X 5 ; 5X • i; 3X t5j 5X 

II; 5X *5; 1 1 X i5; 5X5X it ; 5X5X «5; 5X 1 1 X i3. 
IV. Le dernier ternie et les coefficients du nombre 


principal e'tant des nombres entiers, trouver les racines 
entières d’un polynôme proposé, tel que ceux de la dé- 
finition II de ce liv. X. 

Éçrivez sous une même colonne Icscbiffres 1,0, — i, 
et à côté d’eux les trois valeurs du polynôme qui en ré- 
sulteront, en substituaut successivement 1,0, — i, à là 
place du nombre principal ; à côté de cliacune de ceS 
valeurs, écrivez sur la même ligne tous les sous-multi- 
pies entiers dont ils seront susceptibles. Si parmi ces 
sous-multiples il s’en trouve trois, le premier dans la 
ligne supérieure, le second dans la moyenne, èt lé 
troisième dans là dernière, différents entré eux d’une 
unité, de telle sorte que le premier soit plus grand oïl 
plus petit que le second , en même temps que le second 
est plus grand ou plus petit que le troisième, toujourt 
d’une unité, on pourra essayer si le second ne seroit 
pas une racine du polynôme, en le prenàilt positive- 
ment s’il est plus grand que le premier, et négative- 
ment s’il est plus petit. 

Soit 23 x’ — 20X-I- i5 le polynomé. Où 

aura, en pratiquant cette règle, 

1 10. I. 2. 5 . 

0 i5. 1 . 3. 5. 

1 68 . 1. 2. 4 - * 7 - 34. 
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Et puisque à côte de i , o, — i , on trouve les nom- 
bres ;^ 5 , 4? <1^1 vont en .augmentant d’une unité', on 
pourra essayer si 3 ne seroit pas une racine. En effet, 
le 3 substitué à la place dex dans le polynôme x'* — t)x* 
•+- 25 x’ — 20x-f- 15, ou dans l’équivalent (((x — 9 )x-f- 23 ) 
X — ao} x-f- 15), leréduit&rien j donc 3 en est une racine. 

Soit pour second exemple x^ -|-2x’ — 53 x+ i 4 le po- 
lynôme. On aura, suivant la même règle, 

I — 16 . I. 2 . 4 - 8. 

o i4- I. 2. 7. 

— 1 48. I. 2. 3 . 4 - 6. 8. 12. 24. 

Et puisque vis-à-vis de i , o , — 1 , on trouve les denx 
suites I, 2, 5 , et 8, 7, 6, essayez si 2 et — 7 ne se- 
roient pas les racines demandées. Mettant 2 à la place 
dex dans x^-t-ax’ — 33 x-p i 4 = ((2^-l-2)x — 35 )x-f 14^ 
il vient — 36 j donc 2 ne sauroit être une racine [10. i]: 
mais substituant — 7 , on trouve o j donc — 7 est racine 
du polynôme proposé [10. i ]. 

Cette méthode dérive immédiatement des proposi- 
tions l et II de ce liv. X. 

V. x'-\rax+b—{x+\a+^{\ a' — b)) (a;.f la— 

y/ 

Scholiesi. Selon les suppositions du liv. VIII, toute 
racine carrée est une expression ambiguë; car v^g, 
par exemple, doit désigner 3 , aussi bien que — ^ 3 : mais 
on est dans l’usage de ne prendre ces expressions que 
dans le sens positif. 

2. Lorsque deux expressions ne diffèrent entre 
elles que par les signes -1- et — dont elles sont affec- 
tées, on les réduit ordinairement à une seule, moyen- 
nant le signe Au lieu de dire, par exemple, que 
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les racines de x’ + ax+i sont — + \/ (^a’— *), 
et — J a — y/{~a* — h), on dira simplement (]^u’ elles 
sont — 7n + \/(^''’ — ^)- 

5 . Dès, que l’on supposera ’ — h nombre ne'galif, 
l’expression v/(7«’ — b) devient absurde [8. sup._ 5 . co- 
rol. ]; cependant les géomètres modernes, lorsqu’ils 
rencontrent de semblables expressions, nç laissent pas 
qne de continuer le calcul , et l’experience leur a prouve 
que les calculs de cette espèce n’en sont pas moins sèrs, 
pourvu que l’on observe certaines précautions. La pre- 
mière consiste à faire toujours (y/ — m){y/ — n) = 
— s/mn; d’autres, à assujettir l’interprétation de ces 
expressions métaplioriqnes des modernes calculs, aux 
conditions des problèmes et à la droite raison. 

4. Ces expressions absurdes, et autres pareilles, 
servent toujours h indiquer l’incompatibilité des con- 
ditions qui y donnent Heu. Quand on demande, par 
exemple , les racines de x' — 6 x - 1 - 1 1 , la réponse 
5 + v/ — d’après la proposition précédente, ne veut 
dire autre chose sinon que le trinôme x’ — G.r-f- 1 1 n’est 
point susceptible de racines; ce que l’on indique aussi 
en disant que les racines 5 + v/ — 2 en sont imaginaires. 

AVERTISSEMENT. 

Dans une même expression, si + signifie -h , + si- 
gnifiera -f- ; et si + signifie — , + signifiera — . J’en^ 
dis autant de + et + ; de +’ et +’ , et de +’ et +’. 
11 est bon d’observer que + et +’ désignent le con- 
traire de + et de : mais les significations de + et 
de + sont Indépendantes de celles de +’ et je dis 
la même chose de +’ et +’ à l’égard de + et 


Digilized by Coogfe 



l34 PRINCIPES IVIATHÊMATIQUES 

* PROPOSITIONS. 

3 

VI. Les racines de a:^+Jx+c sont ^ -h 


î* 


#t- 


v/(-tC+v^(^c*+ïV*')) 


-, et ces raci- / 


nés, malgré l’ambiguité des signes, ne sont que trois } 


car ' 




étant égal à 


— — T<^+v/ [ce que l’on peut yéri- 

fier en multipliant le quotient par le diviseur], on a 

(ic’-f ^P))- ; li 

v^(-4c±v/(ic*+^A»)) 

+ +/C-TC+/ 

+ qui n’admet qu’une seule valeur. 

Corol. On pourra donc désigner encore les racines 

de + bx + c par y' {—i^+V (^c’ + ït*’)) + 

^(-ic-y^ac’+^i^)), C^(-rC+ 

' ^ (-fc-v/ (ic>+ 

cari divisé par — * ~^ — donne * 

ce dont on peut se convaincre en multipliant le quor 
tient par le diviseur. 

Schqlies | . Ces dernières expressions fout voir qoc 
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ar*+ia:+c n’a qu’une racine, tant que c et y/ (i^’+ 
ne sont pas imaginaires, et que lerai^me trinomp 
en aura trois, dès que c réel rendra \/(i c’+^ P) ima^ 
ginaire ; car réduisant en séries les radicaux, cubiques 
[9. 6] , et effectuant les opérations indiquées , on obser< 
vera que l’opposition des signes anéantit tous les termes 
affectés d'expressions imaginaires. 

2. Soit b~o et c— — m}. Les racines de — m} se- 

ront m, et ^ m [10. 6 ]. Supposant donc x 


~m, on x: 


— 1 +\/ — ^ 


m, on aura x^ — 771^ = 0, et 


ar^=77i^. De là vient qu’on est dans l’usage de dire quç 
tout nombre a trois racines cubiques, l’une réelle et 
les autres imaginaires. 

VII. Trouver les racines de x^-hax'+ bx+c. 

A Ip place de x mettez z — ^ a, et vous aurez 

(J — ^a')z+ ^ a } — jflA + c. Cherchez les racines de cç^ 
polynôme, en prenant z pour nombre principal, et rer 
tranchez jn de chacune de ses racines; les restes seropt 
celles de x^+ax'+l>x+c. 

VIII. Trouver les racines de x^+ax^+f>x'+cx+df 
Désignant par r le nombre qui satisfait à l’équatioq 

r’ — j A/* + (^ac — d)r—{ ((a* — d+P)=o, 

je dis que les racines du polynôme proposé seront — 
±V(2r+in’-i)±V((i«+T>/(2r+i«> — i))* 
— r + y/{r‘‘ — d))-, car désignant cette expression par 
X, on aura ^+^«+7 \/ — *)=+’ \/ ((t«+ 

■î\/(2r+ia>_*))" — r+y/C'-*— ^^)); {ir 

3 + iy/ ( 27 -+ia> — J))’ = (iaqp f 

y/ (2r+^a* — b)Y — r+v/ (/•’ — d)}X^+ (7 « + y/ (ar 
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+ — b))z = — (r* — d)-, z’+| az+r=+z 

V' (ir+^a^ — b) ±y/ {r^—d)-, {z^ + ^az+ry — z^■{. 
oz^+ (ia’+2r) z'+arz + r^= (ar+A a' — b) z’+az 
^/((ar+ia’ — b) (r’ — d)) + — d-, z^ + az^+arz 

= — iz’ + az y/ (( ar+^ a’ — b) (r* — d)) — d: mais r* 
— ï ir’ H- ac — d) r — 5 ((a* — 4 ^) d+c^) = Oj donc 

8/'^ — 4^'"’+ (2flc — Sd) r — a’ d+^bd' — c’= o j 8H — 
4 ^r’ — 8 ^/r — a* d+^bd= — aacr+c’; 8 H+ (a* — 4 ^) 
r’ — Qdr — ‘a’ d+l^bd—a' r’ — aacr+c* = (ar — c)’ : 
mais 8 H+ (a’ — 4 ^) — a’ rf+ 4 ^^/= 4 (^^+7 

a’ — b) ( ;•’ — d) J donc 4(2r + A<j» — b) (r’ — rf) = 
(a7‘ — c)’; 2*+az’+a/-z= — iz’+(ar — c) z — d-, z^+. ^ 
az^= — iz’ — cz — rfj z^+az* 4 -iz’+cz+</= O J donc 
Z est racine de x^-|-ai'^ + J^’+ca+c? [ 10. 1]. 

IX. Si deux polynômes ne diffèrent qu’en ce que les 
coeflîcicnts de leurs termes pairs sont affectés de signes 
contraires entre eux, je dis que les racines de l’un se- 
ront égales et contraires à celles de l’autre. On entend 
par termes pairs, les seconds, les quatrièmes, sixièmes, 
huitièmes, etc. 

Soient x’'+ax^-^bx’^-\-cx-\-d, x^ — aa:^ + ix ’ — ex 
■ 4 -d les polynômes. Désignant par « une racine quel- 
conque du premier, on aura aS+aot?-\-ba^-\-ca-\-d=-o 
[lo. I ]. Substituant — æ à la place de x dans le second , 
on aura a'-t-aa’-f-èa’-f-ca-f-d : mais celte somme est 
c=o [dém.]jdonc — a racine du second [ 10. i ]. 

Soit x^-faxi-f-Ax-^-l-cx’-l-dx-t-e le premier, x^ — 
0X^4-^^* — cx^-^-dx — e le second, et «-racine du pre- 
mier. On aura «*-l-aa^4-ia^-f-<^a’+da-l-fi=o [ 10. 1], 
let — «* — a«'* — bai? — c«* — da — e = o: mais en subs- 
tituant — « à la place de x dans le second, on 4 
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anssi — — aa^ — ha? — ca' — da — e=:o [ dëm. ] ; 

donc — a racine du second [10. i]. 

X. Le polynôme dont tous les termes sont positifs 
ne sauroit avoir des racines positives. 

Désignons parar^ + {a — a) — ««) x’ + (c — bot) 

X — ca[=(x — et) (x’+ax’ + ix+c )] un polynôme 
dont la racine a est positive. 

* Pour que les termes {a — *)x’, ( i — aa)x’, (c — ba.)x, 
soient positifs, il faut que a, b, c , ne soient point né> 
gatifs : mais — ca ne sauroit être positif sans que c soit 
négatif; donc, pouf que tons les termes du polynôme 
proposé fussent positifs , il faudroit supposer c négatif, 
et non négatif, ce qui est absurde; donc, ou la racine a 
n’est point positive, ou tous les termes du polynôme 
proposé ne sanroient être positifs. 

XI. Un polynôme quelconque étant proposé, si après 
avoir multiplié chacun de ses termes par i’es.posant de 
la puissance à laquelle le nombre principal y est élevé, 
on divise chacun des produits par le nombre principal ; 
si après avoir multiplié chacun des termes du résultat, 
par l’exposant de la puissance à laquelle le nombre 
principal y est élevé , on divise les produits par le 
double du nombre principal; si l’on répète une sembla- 
ble multiplication sur chacun des termes du nouveau 
résultat , en divisant les produits par le triple du 
nombre principal, ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on 
parvienne à un binôme : je dis que la plus forte racine 
positive du polynôme proposé ne sauroit être plus 
grande que le nombre positif, qui étant substitué à la 
place du nombre principal, donnera des valeurs positi- 
ves, non seulement au polynôme proposé, mais à tous 
ceux qui en résulteront d’après cet énoncé. 
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Soi par exemple, le polynôme ' 

— ax^ — iox’+5ox’+63x — lao. 

On aura, en se conformant à la supposition , le polynoma 
5x* — 8x^ — 3ox’ +6ox — 63 ; 
lequel donne, suivant toujours la même supposition, 

1 ox* — 1 ax* — 3ox+ 3o ; 

d’où l’on tire 

lox’ — 8 x — 10 J 

d’où enfin 

5x — as 

et on observera que le nombre a , substitué à la place 
de X dans ces polynômes, les rend tous positifs; et 
qu’en effet la plus grande racine du polynôme proposé 
est plus petite que a. 

Soit le polynôme proposé 

a^+ax^ + ix’+cx4-<f=G. 

Faisant x=3+e, on aura ( 4e+a) 2 ’+ (6e’+ 

Zae+b) 2 ’+ (4c*+ 3ae’ + a6e+c) z+e'^+ae^-\-be'-\- 
ce+d—Y. 

Posons e^+ae^ + ie*+ce+<f=H, etz+e=x, racine 
de G : il viendra G=o [ 10 . 1 ] , et F=o ; donc 2 racine 
deF[io. i].Or, pour que le nombre e rende positifs tous 
les coefRcienls ^e+ a; 6e*+ 5ae+ b; 4e*+ 3ae’+ aèe+ c, 
et H, il faut que 2 soit négatif [ 10 . 10 ] ; donc, puisque 
x=2+e, si X est positif, et 2 négatif, il faudra que e 
soit > X ; mais H ne diffère de G qu’en ce que e s’y 
trouve à la place de x, et les coefficients de 2 ^, 2 ’, 2 , 
dérivent du polynôme G, suivant l’énoncé de la pro- 
position; donc le nombre que l’on aura trouvé de la 
manière prescrite dans ledit énoncé, sera plus grand 
qu’aucune des racines positives du polynôme proposé, 
pourvu qu’il eu ait de positives. 
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Corol. Si lepolynoaic proposé a deux racines c'gales, 
l'une d’cnlre elles apparlicndra cgalcmcnlau polvnome 
que l’on trouyera en multipliant chaque terme du poly- 
nôme proposé par l’exposant de la puissance à laquelle 
le nombre principal y est élevé, et en le divisant par 
le nombre principal multiplié par l’exposant de la puis- 
sance à laquelle ce même nombre est élevé dans le pre- 
mier ternie. 


Supposons, par exemple, qu’il y ait des racines éga- 
les dans le polynôme — G:i’-l-38x — 24 : je dis 

que l’une de ces racines appartiendra également au po- 

, 4^ 5X5^’ aXGx’ iX'^8x oX34'^" 

lynomcT 1 

r' l\x !\x l\x l^x ^x 

?= x^ — \x' — 5x -f- ’j. 

car si l’on désigne par e en particulier l’nne des ra- 
cines, que X représente en général , le nombre z~x — 
e sera l’excès de l’une quelconque de ces racines sur la 
racine e; et si le polynôme G a deux racines égales, dé- 
signées par e, le polynôme F doit avoir le facteur 
(z — o) (z — o): mais ce facteur ne donne que z’, et 
par conséquent le dernier et l’avant-dernier terme du 
polynôme F doivent s’anéantir, d’après la définition 11 
de ce liv. X ; donc 

+t7e^ +ie' -f-ce-f-<f=o, 

4e^ +5ae^ + 2ae+ce—o, 

, aie c 

et e^+-^ + -^ + j=o. 

Substituant donc x à la place de e, c’est-à-dire, dési- 
gnant par X l’une des racines égales du polynôme G, on. 

„ , 5ax’ aèx . c 

praG;=o,et * + + ■*"'4 ~®' 
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XII. Trouver les racines des polynômes. 

Soit JT* — i5j;’ — ayx+g le polynôme dont on 
demande la racine : écrivez, selon la proposition XI, 
les polynômes 

gjr’ +i 5 x’ — 27X+9J 
4 ^’ — 27X’ + 3 ox — 27; 

6x* — 27X + i5; 

4 x— 9 : 

on afin de faciliter les substitutions, 

(((^ — 9)j:+i5)x— 27)x+9; 

(( 4 x — 27)x+5o)x — 27 ; 

(( 2 x— 9 )x+ 5)X5; 

4 x— 9. 

On trouvera facilement que 8 est le plus petit nom- 
bre entier et positif, qui ne rend négatif aucun de ces 
polynômes J donc le premier chiffre de la racine doit 
être 7. Pour trouver le chiffre immédiat, on n’aura 
qu’à écrire -z+7 à la place de x, en supposant que X 
représente la racine, et il viendra 

-H 192 ’ + 1202 * -h 2322 l3l= 0 = G. 

Et puisque 2 positif rend positifs, non-seulement le po- 
lynôme G, mais tous ceux que l’on en pourroit déduire 
d’après la proposition XI, il s’ensuit qu’il seroit inu- 
tile de les écrire pour chercher la valeur de z : mais 
tout nombre entier et positif, substitué à la place de 2, 
rend G [=((( 2 - 1 - 19 ) ^+i‘-io) 2 -f 252 ) 2 — i5i] positif; 
donc 2 < I. Or, de tous les nombres 0,1; 0,2; o,3; 
0 , 4 ; 0 , 5 ; il n’y a que le dernier qui, substitué à la 
place de 2, rende G positif; donc o,4 sera le second 
chiffre de la racine, et par conséquent x= 7, 4 etc. 

Pour trouver le chiffre immédiat, on écrira x= 7,4 
4 - 2 , et on aura 
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G = 2* + 20,62’ + I 45,76 2’ + 337,3762 I 7,7584 

= 0=(((2 +20,6)2+145,76)2 +557,576)2 17,7584 

dont les polynômes dérivés d’après la proposition XI, 
Beroient également inutiles pour chercher la valeur de 
z; et vu que tout nombre positif non <o,i rend G po- 
sitif, il s’ensuit que z<o,t : il faudra donc essayer 
successivement les nombres 0,01 ; 0,02; o,o3j o,o4j 
o,o5; 0,06 : mais de tous ces nombres il n’y a que le 
dernier qui rende G posilifj dune o,o5 sera le troisième 
chiffre de la racine, et par conséquent a:=7,45 etc. 

Suivant le même procédé, qui ne sauroit manquer que 
dans le cas de racines imaginaires, on pourra pousser 
l’approximation jusqu’au rang décimal qu’on voudra, 
ou jusqu’à ce que l’on puisse négliger, sans erreur con- 
sidérable, l’excès de la vraie racine sur l’approchée. 

Soit a’+7,02x’+ i6,o6ar+ 16,08 le polynôme dont 
on demande la racine. 

Comme ce polynôme n’a point de racine positive [10. 
10] ,on cherchera celle de a:’ — 7,02x’+ i6,o6x — 16,08 
que l’on trouvera=4,o2 exactement, et on conclura 
que — est racine du polynôme proposé [10. 9]. 

Soient n un nombre entier et positif, et a racine da 
polynôme x"+ax^' + ix''~“+ etc.=A. 11 suit de la 

définition II de ce liv. X, *1 °g — -sera=x“— ' + 

g'x"~’ + Ax^’+etc. =Bjque si Sest racine de B, il sera 

^ — g=x^*+/?x"“’+^x"~^+etc. = Cj que si 7 est ra- 

cine de C, il sera =x“~’+ etc. , ainsi de suite: et 

' X — 7 ' 

que a, 6,7, etc. , seront racines de À. 
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Soit — 5x’ — 2X+ 1 6= G le polynôme dont on de-' 

mande la racine. On écrira, suivant toujours le même 
procédé , i 

(( X — 3) X — 2)x-1-i6| 

(5x — 6) X — 2} 

3x — 3. 

Le plus petit nombre entier et positif qui rend tontes 
ces expressions positives, est 5; donc 2 sera le pre- 
mier chiffre de la plus grande racine positive de G, 
pourvu qu’il en ait de positives. Supposant donc cette 
racine =x=z-f-2 , on se servira de G, comme plus 
haut, pour trouver le chiffre immédiat, ou le premier 
décimal de la racine. Écrivant donc 
(( z + 5)z — 2)z+8} 

(3z-t-6) Z — 2; 

on trouve le premier décimal =o,2 ; et supposant x=s 
Z +2,2 pour trouver le second, on a . / 

z^ + 5 , 6 z^ — o,68z-t- 7,728 j 
d’où ^ 

(( z-f3,6)z — o,68)z-t-7,728; 

(3z-f 7,2)z — 0,68} 

ce qui donne ce second chiffre=o,o8 j et supposant 
x=z-f-2,28 on procéderoit à la recherche du décimal 
immédiat; mais ce serait ici en pure perle; car le poly- 
nôme G n’a point de racines positives. Aussi dans 
l’énoncé de la proposition XI, on n’avance point que 
tous les polynômes ont des racines positives; on affirme 
seulement que, par exemple, G ne saurait avoir aucune 
racine positive >3, ni=à5;=2 0u<2; =2,2 ou 
<2,2; =2,28 ou < 2,28, ainsi de suite; et tout cela 
est vrai rigoureusement parlant. D’ailleurs , ou auroit 
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ypn se détromper dès rinvesligation du premier dé- 
cimal 5 car l’éqnation + — az-)-8=o, donne z=s 

g 

^ ; équation absnrde, lorsque z< 1. 

« 2 * 0<3 ' 2 


Que l’on cherclie donc la racine négative, et on la 
trouvera desuite= — 2; et divisant alors x’ — 5x’ — > 
ax-Hi6par x-t-2, il viendra x* — 5x-l-8, quia les deux 
racines impossibles, al + j\/ — d’où x’ — 5x’ — 2 X 
+ l6=(X-t-2) {x— y/—’]). 


Scholie. Désignant parr-4-i la racine d’un polynôme 
quelconque A -p Bx-pCx’-l-Dx^-t-etc. , et substituant 
r+z au lieu de x, on aura A-HBr-t-Cr’-|-Dr^-petc. -|- 
(B -J-aCr-t-SD/ ’-t-etc. ) z-fetc. = 0. Soit r le nombre 
exprimé par les deux premiers chiffres de la racine, et 
convenons , par cela même , de négliger toute puissance 
de Z au-dessus de la première : on aura 


z=- 


— A — Br — Cr’ — Dr^ — etc. 
B -+• aCr -1- 5Dr’ -j- e te 
A-pBr-pCr’-t- Dr^ -p etc. 


, et par conséquent 


*='■ B+aCM:5Î> r Kêlc. > approchée de 

X, et dont tons les chiffres seront exacts, tant que leur 
nombre n’excédera pas le double de ceux qui suivent 
le premier de la partie r. Par exemple , ayant trouvé , 
suivant toujours la même méthode, la partie 7,4 de 
la racine de x^ — gx^-f-iSx’ — 27X-H9, et x=r — 
(((^— 27) r-P9 


((4r — 27)r+5o)r — 27 


-, on aura, en substituant 


7,4 au lieu de r, x=7,4 = 7,45 etc. ; 

r = 7,45 donnera de même x = 7,45i4 etc.; r =3 
7,45i 4, donnera x=7,45t49856 etc. > ainsi de suite. 
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Moyennant cette méthode, dont l’ciactitnde est con- 
firmée par l’expérience, on peut découvrir aussi l’im- 
possibilité des racines. Par exemple, après avoir trouvé 
le nombre a, 2 partie supposée de la racine du polynô- 
me — 2X-J- 16, on écrira 2,2 au lieu de r dans 

16 — 2r- — 5 r* + r^ ((r — 5 )r — 2)r-f-i6 


X=r- 


— 2 — 6/-+ 5 /'* 


( 3 r — 6) r — 2 


et on aura x=2,2-t-^^^, valenr incompatible avec 

les opérations même qui ont donné x= 2,2 etc. j 
car on en déduira facilement que ce qui manque à 2,2 
pour égaler x doit être <0,1. 

XIII. Cbercher un nombre x qui rende ax^+bx^ + 
cx'+dx+e=o. 

h c 

Le nombre x qui satisfera à l’équation — 

x’-f- — X 4- — = O sera le nombre demandé. 
a a 

Autre so/nrto/i. Posant x=— , on aura z^+bz^ -\-acz* 

a 

q-a’dz-f-a’ e==o, et la valenr de z que l’on trouvera 
suivant la méthode précédente , donnera celle de x 

NI- 

XIV. Chercher la plus petite racine positive d’un 
polynôme proposé. ^ 

Soit x^ — 7^’+ 7X-I-15 le polynôme : supposons-le 
t=o, et substituons au lieu de x: il viendra A- ^ 

-p — +i 5 = o, et par conséquent t — 7z-P7z*-p i 5 z* 
z> 

=0; mais z=o ,333 etc. [=5] est le plus grand nombre 
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qui rend i 5 z* + 7^* — 7z+ 1=05 donc 3 
sera le plus petit nombre positif qui rend — 7X*+j* 

+ 1 5 = O J car la valeur de x = — deviendra d’autant 

* * 

plus petite que celle de z sera plus grande. En effet, le* 
racines de x’ — 7x’ + ^x+ i 5 sont 5 , 3 et — 1. 

XV. Chercber les racines égales. 

Supposant qu’il y en ail dans le polynôme proposé 

5 x’ — tpx+7, désignons par x l’une de ces racine* 

« 

égales: on aura x’ — 5 x’ — iox+7=o, et x* — ~ 

3 

X — -^ = 0 [10. II. corol. ] , c’esl-à-dire , 3 x* — lox 

— 10=0, et par conséquent x ( 3 x* — lox — 10) 3 

(x’ — Sx” — iox+7) = o, c’est-à-dire, 5 x’ + aox — ai 
= 0; donc 3 ( 5 x’- 4 -aox — ai) — 5 ( 3 x’ — lox — 10) 

= 0, ou iiox — i 3 = o, et par conséquent x = -^ J 

110 

' i 3 

doncx = — devroitétre non-seulement une des racines 

110 ' ■ 

égales du polynôme proposé , mais aussi de l’une quel- 
conque des équations 3 x* — lox— 10=0, et Sx’-f- 

aox — 21 = 0. Or, écrit au lieu de x, ne rend 
1 1 U ^ 

pas 5 x’ — lox — 10=0 ; donc le polynôme proposé ne 
sauroit avoir des rac-ine.s égales, ^ 

Soit x^_ — x’ — 8x -piale polynôme proposé: on aura 
X* — x' — 8x-f ia:=:o, et 3 x* — ux — 8=o; donc x 
( 3 x* — ax— 8) — 5 (x^ — X*— 8x-f i2)=o ;x’-t-i6x— - 
36 =o; d’où 3 (x*-J-i6x — 56 ) — ( 5 x* — ax — 8)=o; 
5 ox — 100=0, et x = a. Mais x=a rend 3 X* — ax— 

10 
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8 = O J donc a est une des racines égalés dex’ — ax^ — 
8x+ia. Or, ce polynôme divise par (x- — a) {x — a)= 
ir*^4*’+4 J donne A ’+3 j donc a, a et — ^ 3 sont les ra- 
cines de x^— x’ — 8x-f- la. 

Soit x^ — — 6x’-f-a8x — a 4 le polynôme. Onanra 
d’abord x (4^^ — 9^' — lax+aS) — 4 — 5 x’ — 6x* 

+ a8x — a4)==o; d’où 5x’+t2x’ — 84x-f-96 = 0j et 
x*+ 4 x’ — a 8 x-|- 5 a = o; et par conséquent 4 (x^+ 4 .^' 

— a 8 x-f- 3 a ) — ( 4 x’ — qx' — iax-pa8 ) = o; aSx’ — 
loox-f- 100=0 J et x’ — 4^+4= O- aura ensuite 
(x^+4.*''’ — a 8 x-|- 5 a 3 — x(x’ — 4 ^+4) = o> et 8x’“ — ■ 
3 ax 4 - 5 a = o, c’est-à-dire, une seconde fois x’ — f\x+ 
4 = 0, et on ne sanroit parvenir à un binôme comme 
celui de l’exemple précédent: mais les racines de x’ — 
4 x-f-4 sont a et a; donc a, a, a, sont les racines du 
polynôme proposé. Or, ce polynôme divisé par (x — |a) 
(x — a) (x — a) = x^ — 6x’-t-iax — 8, donne x-f- 3 ; 
donc a , a, a, — 5 , en seront les racines. 

Soit — iox’-|- 57 X’ — ^ 6 ox-t -56 le polynôme. Oa 
aura x — 5ox*-t-74x — Go ) — 4 '•ox*-f-57x’: 

— 6ox -P 56 ) = O ; X — 1 5 x’ -f 57X — 5 o) — a (x 4 — 

iox^-1-37x’ — 6 ox-p 56 ) = o ; 5 x^ — 37x’-p9ox — 7a 
= 0; a (Sx’ — ^-jx'+Qox — 7a) — 5 (ax’ — i 5 x*-f. 
37X — 3 o)=o, et x’ — 5 x-p 6 =o. Or, ax (x*. — Sx 
+6) — ( ax’ — I Sx* -P 57X — 3 o ) =0 , donne Sx* — aSx 
-p 3 o=o, et par conséquent une seconde foisx* — Sx 
+6 = 0, dont les racines sont a et 3 j donc celles du 
polynôme proposé seront a, a, 3, 3. 

Soit x’— i5xt-p67x’ — i7ix*-pai6x — 108 le poly- 
nôme. On trouvera, suivant le même procédé, x’ — . 
8x*-paix — 18 = 0, et on ne sauroit aller plus loin; 
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donc toutes les racines de cette équation né sont 'pas 
inégales ; car si elles l'éloient, le polvnome propose ea 
aurolt trois paires d’égales, ce qui seroit absurde, puis- 
qu’il ne peut avoir que cinq racines [égales ou inégales] 
[ lo. déf. 2]. En effet, la méthode précédente donne 3 
et 3 pour les racines égales de — 8x-f 2 ilr— i 18 : 

mais à l’aide de ces deux-ci, on trouve la troisième 2 ; 
donc 3 , 3 , 3 , 2 , 2 , sont les racino^du poljnome pro- 
posé. ' r . . 

Corol. Cette méthode offre un moyen de recon- 
uoilre s’il y a des racines communes entre deux po- 
lynômes proposés , et par conséquent de simplifier 
les fractions, lorsqu’elles en sont susceptibles. Soit, 
x’ — ax' — 8«’x 4- 6a’ , 

- 8a’x’-f i8a’x — 8 a 4 
lion proposée: supposant le numérateur = o , elle 
dénominateur = 0, on aura xf' — ôax’ — 8a“x" -J- 
i8a’x — 8a^ — x (x’ — ax* — '8a’x -f-6a’)= — 2ox’-(- 
I2û’x — 8a^=o; ce qui donne — x’-f-6a’x — 4a’=o; 

3? — ax’ — 8a’x-f-6a’4- ( — x’-fôo’x — 4«^) = nx* 

— 2fl’x-f2a’=o; x’-l-2ax — 2a*=o; — x’-f6a’x — 
^a}+X [^x' + iax — 2a’) — a/7.T-’-l-4a’.r — 4a’ = o; et 

par conséquent une seconde fois x’-t-2ax 2a’=oj 

ce qui prouve que les racines de x’ -|- 2ax — 2a’. 
sont communes au numérateur et au dénominateur. 
Divisant donc l’un et l’autre par x’4-2ax — 2a’, on 
trouvera 


par exemple, 


ar’ — ax* — 8ax — 6a’ x — 3<7 

X^ — 5 ax’ — 8a’x’-|- i8a’x — 8a^ x’ — 5 ax-|- 4 a’’ 

2. C est encore par ce moyen qu’on élimine les in- 
connues. Les exemples suivants font voir ce que l’on 
entend par élimination d’inconnues. 
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Trouver trois nombres x,z,y, qui donnent 

2X+ Z — 6j= 6; 

aox — 5z — 

5z — X + ioy=^5’] : 

onanraio( 2 x+s— 6 r) — (203T— 3z — 4r)=’oX6— 

37 , c’est-à-dire, i3z— 56=53 j ax-f-z—ôj^q-a (—-x-b 
5 z-f-ioj-) = 6 -faX 57 , ou 1 iz-f i4r= lao; i3(iiz-l- 
— u(i3z — 56^)=i3X iao-r-iiX33; 'c’est-à- 

dire, 798 j-=h97j ' 

Fabant 7 - = ^ dans l’équation i iz-f-i4r= 


trouvera i iz-t-ai = lao, et par conséquent z=|S=g j 
substituant les valeurs de z,jr, dans l’équation ax-fz — • 
ey=G, on trouvera x=5. Yoici le tableau de ces opé- 


rations : 


2 X-b Z— 6 

20X— 5 z— 4 j= 27 

— x-b 5z+ tqr= 5^ 
20X-b loz — 6oj-= 60 

20X — 5 z — 4 j"= *7 


I 


o i5z — 56j-= 53 
2x-b Z — Gy= 6 
— ax-J-ioz-b 2 oj"= ii4 

O iiz-l- i4j^= 


iiXiôz — 6167 '= 363 
i3X ïiz-b i8aj-=i56o 


O 79^=1197 

On demande deux nombres x, z, qui rendent x’ — 
x*z— 3z=o, et ar*-bxz — z’-l-3=o. On aura x (x>-f 
x«— S* + 3 ) — 3 z)=azx* — • (z>— 5 )x-b 
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3z=o;az(a:*+xz — 2 ’ + 5) — (azx* — (z* — 3)x+3z) 
= (32* — 5)x — 22 ^ + 52=0; (5z* — 3) ( X’ + X 2 — 2 * 

+ 3) X((52* 3)X 22^ + 52) = (52’ — 62 ) X — (32* 

— 3 )( 2 * — 3) = o; (3z* — 3)((Sz* — 62 ) X — (32* — 5) ( 2 * — 
3)) — (52^ — Ô2)((32* — 3)x — 22 * + 32) = (52^ — 62 ) 
( 22 ’ — 52 ) — (52* — 3)’ ( 2 *— 3) = 2 ®+ 182 * — 452 * + 

aj=o- 


« 


0 

% 
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LIVRE XI. 


PROBLÈMES. 

I. Quatre associes ont contribue à former la somme 
âe 660 louis ; la part du premier est le double de celle 
du second; la part du second est égalé à celle du troi- 
sième, plus 5 louis ; et la part du troisième est la moitié 
de celle du quatrième. On demande la part de chacun? 

Désignant par u la part du premier, et par x , z, y ^ 
celles des autres, on aura u+x+z+y=: 6 (ki-, k=2x; 
x=z+'5-, et z=^y. Substituant 7^ à la place de z 
dans la troisième équation , il yient x= 7j--f-5 ; subs- 
tituant cette valeur de x dans la seconde, on trouve 
u=y+6. Ces valeurs de a, x, z, substituées dans la 

première, donnentj--f6-Mj--l-5+7j--H^=66o; 5^-H 

9 = 6 Go; ^ + 5 = 220 ; d’oil J- = 2 1 7 ; Z= lo8,5; X= 
iii, 5; «=223. 

Autre solution. Si l’on désigne par « la part du pre- 
mier, celles des autres seront, j« — 37«,et « — 6; et 
on aura de suite 

"+j“+î“ — 5-f « — 6=66o = 5« — g; et «=223. 

II. Un pere est âgé de 55 ans, et le fils de on de- 
mande l’époque où l’âge du premier sera le double de 
celui de l’autre? 
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Soit X le nombre d’années qui manquent : on aura 
35+a;=a (i 4 +J?)=a 8 + 2 ar, et x=’j. En effet; 7 an» 
après, le père doit avoir 4 ^ ans, et le (Us ai. ' 

III. Un père étant âgé de 55 ans, et le (ib de i4, on 
demande l’époque où le père sera quatre fois plus âgé 

que le fils ? 1 . . : i ' 

Soit X le nombre d’années qui manquent : on aura 
35+J?=4 ( *4+'*‘)=564-4^; etz'= — 7 . L’expression 
négative — 7 , marque qu’il falloit demander le nombre 
X comme déjà passé , an lieu de le clierclier dans 
l’avenir. 

IV. On a acheté trois objets à différents prix. Lepre- 
mierprix , plus la moitié du second et du troisième, font 
39 francs; le second, plus le tiers des deux autres, font 
4a; le troisième, plus la moitié des deux autres, font45: 
on demande les trois prix? 

En les désignant par ar, Zjj', on aura x+4 
39 ; - + i(^+.r) = 42;j>' + î (^+^) = 45j d’où l’on 
déduit ax+^ 4 -^= 78 ; 5z+x+j-=ia6; 'ij^+x+z^ 

90 . Opérant comme on le voit ici, 

ax+ z+ y= 78 

x+ 3 z+ J' =126 

x+ z+ 2j-= 90 

o 5 z + ^■ = 2X126 — 78=174 
Z 4- 5 j-=aX 90 — 78=102 
o +i.47"=5X'02 — 174 = 53(5 

on trouvera J- =a4; z+5X‘-î 4= '«a , ou z=5o; x+ 

50 + 2X24=90, ou x= 12. 

V. Trois canonniers ont tiré trois différents nombre» 
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de coups de canon. Le premier et le second en ont lîrë 
ao de plus que le troisième; le second et le troisième, 
5a de plus que le premier; le premier et le troisième, 
a8 de plus que le second. On dem.Tnde les trois nombres. 
Soit X le premier, et z, jr, les deux autres: on aura 
i x+a=j-+2o; z+j —x+ 52 iX+j'=z+ 28 . El en 
opérant comme il suit; 

X + Z — ^=20 

— x+ z+j = 5 ^ 

X Z +jr=^8 

O ai o = 2o+52=5a 

Z = aG 

o O 2j'= 5a + 28=60 



ax O 0=20+28=48 

on trouvera x=a4. 

VI, Un corps d’armée composé de quatre différentes 
nations, a perdu un certain nombre d’hommes. La pre> 
mière en a perdu 620 moins que les trois autres; la se- 
conde, 460 moins que les trois autres; et la quatrième, 
5 oo moins que les trois autres. On demande la perte de 
chaque nation? 

Désignant par P, H, I, A , les pertes, on aura 

A+ I +H — 620= P ' 

A + I +P — 460= H 
A + H + P — 58 o= I 
I + H + P — 5 oo = A 
d’où l’on tire les éq^uations suivantes : 
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A 

+ I +H — 

P 

= 6ao 

A 

-f I- 

-H-b 

P 

II 

Ci 

0 

' A 

— I ■ 

4 -H-b 

P 

= 58 o 

— A 

+ 1- 

bH-b 

P 

= 5 oo 

2A 

+1I 

0 

0 

= 1080 

. — aA 

-bal 

0 

0 

= 1 20 

0 

41 

0 

0 

= 1 ÜOO 


I 

0 

0 

=: 5 oO 

4 A 

0 

0 

0 

= yüo 

A 

0 

0 

0 

II 

0 

0 

0 

aH- 

aP 

= 160 



aH 4 

• aP 

= 880 


4H o=io4o 
H o= 260 


O 4P= 7 ‘-*® 
p= 180 

* ^ 

VIT. Quatre nombres sont en proportion arithmdtî- 
que, c’est-à-dire, que l’excès du premier sur le second, 
est égal à l’excès du troisième sur le quatrième, et on 
suppose, en outre, que le premier multiplié par le se- 
cond est= 10; que le second multiplié parle troisième 
= 18; et que le troisième parle quatrième = 54 - On 
demande les quatre nombres? 

Soit U le premier, et x, z,x, les trois autres. On aura 
i«:=io; xz=i8, ^=54; « — x—z — f , et parcon- 

10 18 i8« pw 54 ^4 X 5 

8équentx=-^;z=-=-Y^-y;j--- 

_ 6x5 _3o ^ l£_5!î La dernière équa- 

u u’ U 5 U 
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lion donaera^ — M=— ou^ = H2 et aar 

conséquent 4«*=ioo; «* = 25^ m= 5. Donc x= 2 ; 

Autre solution, u éUnt le premier nombre, — sera 

i8« 

= le troisième; et- 

9“ 


U 

le second; —=^, le troisième; et^-^— =— i. 

I® 5 QU U ' 


quatrième : mais u- 


10 


gu 3o , 

= — — : donc uz 

5 , U 


= 5. 


Vlir. Si l’on suppose le troisième multiplié par le 
quatrième = y, et le reste comme ci-dessus on a 

9“ 

U 5 nu ^ .. f 


OD 

^=— ,et« 
9“ 


c’est-à-dire , ~ û== 

5 gu 


9“ 

90 


5 gu 

, d’où l’on tire «=^ — 


55 5 

~ X expression absurde , qui indique l’impossibilité 

de ce que l’on demande. 

Corol. Ijorsque quatre nombres sont en proportion 
arithmétique, la somme des extrêmes est égale à celle 
des moyens. 

IX. a étant la somme de quatre nombres en propor- 
tion arithmétique continue, et b celle de leurs carrés, 
on demande les quatre nombres. 

En désignant ces nombres par u, x, z,y, on aura 
u + x+y+z=a; u'+x^+y' + z' — b, et u—x=x 
~z=z —y. L’équation X — z = z — y, donne j- = 
^ = X — Z donne z — ^x — u, et par 

conséquent a=«-fx-f-( 2 x— «) + (a( 2 x— «)— x) 
et * = -f(2x — «)>+ ( 2 ( 2 x— M)_x)’, 
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— 2«+6ar=a, et6«’ — iGux+i^x'—h, Elimmant u, 

onaura4ox' — ^oax — 3a* + 2^ = o; d’où + 

équations a— — au+6x; z=ix — 

^=:a? — X , donneront les valeurs de u, z,jr. 

Soit, par exemple, a— 14; et i = 54 : on aura x= 

^,4+>/li^:i:i^^=^(,4 + 2)=:5i+i.Posantx=5 

+î=4, on aura « [=3a: — ja] = 5; z = 5 , etj-= 2 ; 
posant x=5j — î=3, on aura u—i, z = ^, etj-=5. 

Autre solution. Désignant par x+5i:, x+z, x — z, et 
X — 3zles nombres demandés, on aura a=4-^'> et A = 
(x’4-6xz+qz’ ) + (x’ + 2xr+2’) +(x’ — 2xz + z’) + 
(x’ — 6 xz+ 9 z’)= 4-*^’ + 2 oz’ ; a-=^x donne x=^a,ô 

=ia’ + aoz’,et z= + iy/ ^ . Appliquant ces for- 

mules i l’exemple ci-dessus, on trouvera x=3j, z= 
iî» 5 i ±1» 51+7} 5j+7} 3|^ 7, seront les nom- 
bres demandés. 

X. La somme a de trois nombres en proportion con- 
tinue, et la somme b de leurs carrés étant données, 
trouver les trois nombres. 


Soit X le premier,, et z le second: on aura x-f z-f-z* 
X“'t=fl, et x’ + z’-fz^x~’ = i; ou x’+xz — ax-f-z* 
= 0 , etxA+x’z’ — ix’-|-z^ = o : éliminant x suivant ce 
qui a été ditprop. IX,liv. X, on parviendraà une équa- 
tion qui donnerais valeur de Z, et par le moyen de l’équa- 
tion x’-f-xz’ — ux-4-z’=o, on anra la valeur de x. 

Autre solution. x-f-z-f-z’x~'=a , donne x-t-z’x~"‘ 
= fl — Z} (x-fz’x “')’=(« — z)*} x*-t-2Z*-l-z*x~’ = a* 
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— 2 az+z’; donc x’ + z’+z^x~* = a* — •iaz=.h , et par 
«’ — b 

Conséqnent z = — — . 


XI. Si an lien de trois nombres il s’agissoit de qna< 
tre, aui mômes conditions de la question précédente, 
on anroit x+z+jr"~'z’ + x~’z’ = a, etx’ + z’+x~’z^ 
+x— *z4=Aj d’où l’on pourra tirer une équation pour la 
yaleiir de z, et alors x^-i~(z — a) x*+xz’ + z’=o don- 
nera celle de a. 

Mais cette solution seroit pénible : le moyen d’en 
obtenir une plus simple , ce sera d’introduire dans 
le calcul quelque nouvelle inconnue qui ait moins de 
valeurs que z; car l’équation qui fournira la valeur 
de cette Inconnue , sera nécessairement moins élevée 
que celle qui auroit donné la valeur de z. 

En effet , le premier terme de la proportion dont il 
s’agit, peut prendre la place du quatrième , et le qua- 
trième la place du premier; d’où il s’ensuit que le se- 
cond peut devenir le troisième , et le troisième le second. 
Ainsi tandis que pour satisfaire à cette circonstance, on 
doit avoir deutt valeurs pour z, la somme du second et 
du troisième terme demeurera toujours la môme. Sup- 
posons donc z-l-x— ' z’=j: on aura x+x~'z^=a — s; 
donc X = z^ {s — z)“', et par conséquent z’ ( s — 
z)“'-|-z-' (5 — zY = a — s , et — z)* = (« — 

(s — z); d’où — 5s*z + 'isz'‘ = asz—az* — j’z-|-sz*. 


ce qui 
, as* — 


donne z=is±v/ 


/,s>_2î3 a — is , ( 

\/ T, — ; — r=i^ + 7^v/ . — =ïSv/( i±v/ — \ — )• 

4 +■-**) ~ a + 25 \ a + 'is/ 

Donc la valeur de ^donnera cellesde z, dex, et de l’autre 
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terme moyen, qui doit être s — 

Pour trouver s, on observera que le carré delà somme 
des deux, nombres est e'gal an carré du premier, plus le 
carre du second, plus deux fois le produit du premier par 
le second : mais la somme des moyens est e'gale a5, et leur 

produit est égal à 1 5 ( . ± v/ ( t ^ ( « + v/ 




sera la 


= '-s'( i—- — Hf'\ = _f!_:donc5» — 

somme des carrés des deux moyens. Or, la somme des 

extrêmes est égale à a — s , et le produit des extrêmes 

est égal au produit des moyens ; donc b — {a — s)* + 

. ^ 1 . . / 

s* , et par conséquent h \/ -r—- 

a+is' ^ ^ aa — \4«-a 


Autre solution. Soient xz ^ , xz, xz ~' , xz~^ les qua- 
tre nombres en proportion continue : on aura x{z^+z 
+z~'+z~^)—a, et = é J donc 

X* (^z^ + Z + z~~' + z—^ Yb=.a*h-=.x'‘{z^ +z*+z— ’ -P 
z~®)û’,et parconséquent = 

z’ + z“'*-pz~®) a’. Mais (z^+z+z— *^-z~^)’ = z®-f- 2 z*+ 
3z* + 4 + 3^“’ + 2 z~^+z~® J donc (a’ — A)z® — ibz^ + 
(a®-p3i)z’* — ^b + {a' — 5i) z“* — ibz~^+{à‘ — b) z~® 

• J s > 4^ 

= o, ce quj donne z® :: t ~^ — r 

*• a’ — b or — b o * — b 

H — î-z~* -z~^+z~*=o. Posant s=z* + 

a ® — b a * — b 

z_^f et retranchant le polynôme z® — -, ^ z^-petc. 
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de (z’+z"’)’, c’est-à-dire, de z‘'-|-5z’-l-5z~’-f-z~®, oa 
•ih ^ 6à . . 4^ Ci 


aura 


û’ — b 


■ + 


• — h 


z-^ + 


ai , , , ai 

rz-* — s% et mettant c au lieu de r. on 

a’ — b a’ — b 

aura cz^ — 5cz’-f-ac — 5cz~’-|-cz~^=i^. Retranchant 

c (z’-t-z“’)* du premier membre de cette équation, et 

C5* du second, on aura — 5cz’ — 3cz— ’ = s^ — es’; 

ajoutant 5c (z*-t-z~*) d’une part, et 5cs de l’autre, on 

aura s’ — es’ — 5cs=o; ce qui donnera s = o, on s= je 

+ Y/(jc’ — 3c). Moyennant s, on aura z etx. 


« 
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LIVRE XII. 


AVERTISSEMENT. 

Les lettres a, b, c, etc., ne désignent dans les calculs 
de ce liv, XII, que des nombres entiers et positifs, oa 
des zéros, selon l’occasion. 

PROBLÈMES. 


I. Trouver un nombre x , entier et positif, qui rende 

— ^entier et positif. 

»9 

_ . . 28a: — 2 . oar — 2 , QX — 2 

Investigation. =xH — , donne ■ 


«9 


19 


Toa + a 

: a , et par conséquent x = — = 2a + 


'9 
a -f 2 


donc 


a+2 


h, et a^gb — 2j d’où x |^=2a+ — 


9 \ 

+ a 


= 2 (9^ — 2) + 


gb — 2 + 2 


J = 19 ^— 4 . 


II. Trouver un nombre x positif qui satisfasse à la con- 

. 1-7X — 6 

dition — — ;; — = a. 

20 

T . . 17X— 6 , 26a +6 

Investigation. — — ;; — = a, donne x= = a 

" ° 26 


2 f±®. 


‘7 


_ J m QÛ"4*6 . , , 

+ — J donc — = O , et par conséquent a 
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I2t=l=b+^t:^;^ = c; b=.^Lc + 

S+l.^=d-, c=8d—6-, donc i [^=C+Î^J 

z=zQd— 6 -, a=\’]d — 12, etx=26<i— i8. 

III. TrouTcr uj^ nombre x, entier et positif, qni donne 

71X+ 10 

71X+10 J 89a — 10 . 

Investigation. ~ — = donne x — — 

i8a — 10 18a — li I 71^+10 . 


- = b-, a 


18 


: 3 i + 


, i8c — 10 . c — 10 

==C; i= = C + 


71 71 

174+10 174+10 

78 ~’ 18 ^ ’■ <7 ■ *7 

c = 1 7^f + 10 J b = i8tf+ 10; a = 7 ui+40 7 et XT=Scfd 
+ 5 o. 

IV. Trouver un nombre x, entier et positif, qni rende 
27 

, . 21 X 4 1 270+4 

Investigation* = O; donne x — — — — 

o+ÜI±i; ^£±i = 4 , donne a =^^^^=54 + 
• 21 21 O 


5i_4 54 — 4 


6c+4 


— — , ^ - = c, donne 4 = '-^^^ = 2c+|, ce qni 

b ' 6 5 ^ 


implique coniradiotion. Il n’y a donc point de nombre 

entier et positif qui, substitué à la place de x, rende 

21X — 4 • • 

entier et positif. 

27 _ . . . ■ 

V. Trouver un nombre x, entier et positif, qui tende 
2000 — 1 7X 


21 


entier et positif. 
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l6ï 


» . , aooo — 1 7or 

Investigation. 


= q 5 +- — donne • 

^ t\ t ' 


21 


5 — inx aia + 5 , ^a+S 4^+5 , 

L_ = _aj r = =a+-î ;-2 =i; 

17 17 17 


31 


17 ^ — 5 . 5 — 5 A — 5 


: 4 ^ + 


:Cj i = 4 c+ 5 j a = 


4 4 > 4 

170+20; x= 210+25. On pourra donc prendre ici 
0 = 0, ono= — I. 

VI. Trouyer un nombre x, entier et positif; qui rende 
X — 8 X — 10 X — 
i5 

X — 8 


— — , ^ des nombres entiers et positifs, 

iQ ' 10 r • 


28 ' 19 

Investigation. — 7^7^- donne a:= 280+8, et par cou- 


28 

X — 10 280 — 2 


= a+»^;done2fZ:i 


sëqnent 

•9 '9 '9 ' >9 

, Ioi + 2 , A + 2 A + 2 , 

= i, et a—— =^b-\ ; =C:b—QC— 

9 9 9 

^ g 

2, et 0=190 — 4- Donc x= 5520 — 104 rendra — n— 

20 

et nombres entiers et positifs. 

^ , X — 7 55ac — III , 120 — 7 

On aura donc — = = = 4ooH =— L 

10 i3 i3 

120— 7_ i 3^+7 _j I d +1 ‘^+7--. 

+8; —d,c— _d+-_, _e, 

d=iie — 7; et par conséquent o = i5e — 7, Ctx= 
69160 — 5828. 


II. 
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LIVRE XIII. 


DÉFINITIONS. 

I. Lorsqu’on représente une surface quelconque 
■parle produit de la hauleur d’un parallélogramme, mul- 
tipliée par sa base, on sous-entend toujours que ce pa- 
rallélogramme est égal à la surface, et que l’unité i 
laquelle ôn rapporte le produit, est égale au carré de la 
ligne que l’on prend pour unité dans les facteurs. 

II. Le parallélipipède dont les sis. faces sont autant 
de carrés, s’appelle cube. 

III. On désigne un solide quelconque par le produit 
'.de la hauteur du parallélipipède qui lui est égal, mul- 
tipliée par la base du même parallélipipcde, et alors 
'on rapporte le produit au cube de la ligne que l’ou a 
prise pour unité dans les facteurs. 

SUPPOSITION. 

Toutes les fois que les circonstances le pet-mettent ,on 
place les grandeurs contraires à l’opposite les unes des 
autres, c’est-à-dire, dans des positions directement 
opposées entre elles. 

avertissement. 

kq désigne le carré de la ligne A , et Ac le cube de 
la même ligne. 
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PROBLÈMES. 


I. Les cAles et la base BC d’un triangle ABC e'iant 
donnes, calculer le point où la perpendiculaire baisses 
du sommet de l’angle opposé à BC, doit rencontrer et 
même côte'. 

Soient AD la perpendiculaire, et a, h , c, les yaleurs 
d’AB, BC, AC. Désignant par x le segment BD, on 
aura AD<y = a* — x’ [5. i5], etADf^ = t* — (i — x)*; 
d’où a* — x’ = c* — {h — xl*, et a’=L’ — A’ + aix, ce 

. + , , . n’ — f* 

qui donne x= = = — 

^ ib -ib 

(a+c)(a — cA 



Scholie. Lorsque l’angle ABC est obtus, on a 
< c*, ce qui est facile à déduire des Mv. I". et V, et par 
conséquent la valeur ilex négative; si ABC est aigu, ou 
a a*+A*>c*, et x positif. Et en effet, ces deux valeurs 
contraires de la ligne x répondent aux deux situations 
contraires où elle se trouve placée dans l’un et l’autre 
cas, ce qui est également facile à déduire du liv. I". 

IL Trouver l’aire d’un triangle dont on donne les 
cAtes. 

Soient a. A, c, les côtés : il suit du problème pré> 
cèdent , qu’en prenant b pour base, on aura a* — 

pour le carré de la hauteur; donc^A 


( a* + A* — c 

ÏÂ 


c* \* 

y/(û * — l j ) sera Taire da triangle. 

Corol. ;Av/ (a»— ^ ) =|A y/ 
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a> + i' 


c* — a* + 2a&- 


*ih 




a’+2ai+i* — 


2^ 


^)=.v(. 




aA 

-(«- 


-i)»N 


'ih lh ) 

~î;\/ ((^+^+c) (a + i — c) {a — i+c)( — a+^+c)) 
z=^y/ {{a + b+c) {^a+b + c-—'ic){a+h + c — ai)(a + 
i+c — aa)). 

lu. Condoissant les càle's â’nn parallélogramme et 
l’une des diagonales, trouver l’autre. 

■ Soit ABCD un parallélogramme dont le côté AB = a, 
le côté BC=ô, la diagonale BD:^c, et la diagonale 
demandée=x. On aura, d’après le corol. précédent, 
\\/ {{a + b+c){a + b — c){a — b + c) ( — n+i+c)) = 
iv/((«+TC+7^) (a+|c — iar) (a— |c+iar) {—a 

+7C4-{x))4-^\/ ((^ + ïC + T^) (^+tC ^x) {b — r^c 

+ îa^) ( — i+Ÿc+jar)). Désignant le premier membre 
de cette équation par ^ ^ D , et le second par i y/ Z+ 
iy/Y, on aura ^ V^D=^v/Z + iy/ Y; D=Z + 2 y/ 
(ZY)+Yj D— Z— Y=3 v/(ZY)j et(D— Z — Y)’ = 4 
(ZY) , équation dégagée de radicaux j d’où l’on ponrroit 
déduire la valeur de x, en substituant celles de 1) , Z, Y, 
et en effectuant les mul ti plications indiquées; mais le cal- 
cul en seroit long. Voici une investigation plus abrégée. 

Menant AF perpendiculaire à BD, on aura BF = 


2C 


±, et BF=fl±i£: 


—, d’oùrontirex= 


Ht y/ (aa’-f-ai’ — c’). 

Autre investigation. EF=i — — ^ , et — EP 

I* ^ 

=-^ ^ , donneront ix’+ic’ — a’=— (jx*- 
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+ ^c* — B*)-, d’où l’on tire x= + y/ 
deux, valeurs de x, quoique la diagonale représentéis 
par X ne soit susceptible que d’une seule valeur. 

IV. Inscrire un carré à un triangle donné, de sort*- 
que la base de l’un fasse partie de celle de l’autre. 

Soient ABC le triangle donné, etx la base du carré que 
l’on demande, représenté par DEFG. Désignant AB par 
BC par A, et CA par c, on aura i :<j:x:AD; AD=a 

ÜJC f QX\* 

, etBE 9 = fa — — x’. On trouvera de même 

CF^= — X*. Donc b — x = ^(^a — 

— ar’)+Y/(^c — — x’), équation qui ponrroit 

donner la valeur de x; mais dont le calcul seroit long. 
Voici une investigation plus expéditive. 

Soit AH=det perpendiculaire à BC : on aura b tx:id 

» T . 1 T . XTT dx bd 

:AI=-j-; d=AI+IH= -y — \-x , etx=-j-— 

0 b ' b+d 


Construction, Menant HL=i, LM=d, et Ll pa- 


rallèle à AM, on aura HT — 


bd 

b+d~"^' 


V. Soit AB un arc de cercle, C le centre, BD une 
droite perpendiculaire au rayon AC, AED un demi- 
cercle , et F le centre : on demande le centre d’un cer- 
cle qui touche l’arc AB, la droite BD et l’arc AED? 

■ Désignant par G le centre du cercle, et supposant 
AC=a, KF— b J et FH~x, menez CG, FG, et la 
droite GH, perpendiculaire à CA. On aura EG=DH 
— X, CG=<i — EG=a — 6 X , GF= 5-1-GE=3 
ai — 'X, et CH = a — b — x; et par conséquent {a — b 


l66 PRINCIPES MATHEMATIQUES, 

+ x)’— (« — i — jTj’= {ib — x;’ — X*, c’est-à-dîre j 

b' ' 

4 (fl — b)x=f\b' — ^bx-, ax—b‘‘,eXx-=~. 

Construction. Prolongez CA vers I jusqu’à ce que 
FI = a; devez FL perpeiuliculaire à CA = tirey 
IL, et menez LH perpeiuliculaire à IL; FH sera=x. 
Du centre C avec le ravon a — DH, et du centre F 
avec le ravon è + DH , décrivez tleux cercles : le poinlG 
où ils se couperont sera le centre demande. 

VI. Par deiiz. pctinls donnes conduire un cercle qui 
toucbe une droite infinie, mais donnée de position. 

Menez d’abord la droite AB qui ne soit point paral- 
lèle à CD, et prolongez AB jusqu'au point D de la 
droite CD. Désignant par C le point de contact entré 
CD et le cercle demandé , on aura CD</=ADXDB, et 
par conséquent CD= + < ADxDB), deua valeurs 

do CD egalement utiles; car en plaçant -f-y/(ADXDB) 
d’un côté, et — y/ (ADXDB) du côte opposé, on aura 
deux cercles qni satisferont egalement à la question. 

Le cas où AB seroit parallèle à CD n’a pas besoin de 
calcul. " 

VII. Dans un cercle donne' ABC, inscrire une droite 
donnée BD, moin<lic que le diamètre; mais de- sorte 
que cette droite prolongée passe par un point donné E. 

Menant par le centre du cercle et par le point E la 
droite E.AC, qui rencontre la circonférence en deux 
points; et supposantEC=a, EA = ô, BD = c,etEB= 
X, on aura x (x-f-c) = ai; x*4-ox — ab = oj pi x=? 
— •; c+ \/(,^c*+ab). Désignant ces deux valeurs par EB 
et ED, on voit qn’ elles sont vraies par rapport à la quan- 
tité, et fausses eu égard aux signes; car elles ne sont 
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pas en sens contraires , comme le calcul l’indique : pour 
être vraies à tous égards, on eût dû trouver x = y/ (^c*‘ 
-1-ai) +7C. 

Construction. Menez l'a tangente EF, et vous aurez- 
EF^=ai; devez GF=^c et peq>endiculaire à EF : 
menez EG qui sera =y/(ic’ + «i)j sur EG prolongée, 
prenez GII=;tc, et du coté opposé coupez GI = GH; 
les droites EH, El, seront les deux, valeurs de x — 
v/( jd + aô) +4c. 

VLII. Trouver le côté BC d’un triangle rectangle en. 

B, dont on connoit la base ÂB, et la somme des deux 
côtés. 

SoientAB=:a, AC + BC=ô, etBC=x. On aura a’ + 

, Z.’ — fl* 

= — x)* et x= — — , expression toujours pos- 

sible selon le calcul , quoique la solution du problème 
soit réellement impossible , lorsqu’on propose une valeur 
d’AB plus grande que celle d’AC-bBC. 

' Scholie. Les deux problèmes precedents et le troi- 
sième, ainsi que plusieurs autres, font voir que lu sup- 
position de ce llv. XIII et celles du liv. VIII, peu-, 
vent induire à des solutions fautives : aussi ne doit-on 
donner pour infaillibles les solutions fondées sur ces 
hypothèses, qu’après s’en être assuré par des démons- 
trations rigoureuses, déduites de principes certains , et 
indépendantes de pareilles hypothèses. 

IX. Avec quatre droites données constriut'O mv qua-- 
drilalère égal à une aire donnée. 

Représentons le quadrilatère demandé par ABCD, 

. l’alre par a, et supposons AB=ô, BC=c,. CD— tZ, , 
DA=e, et la diagonale AC=x. On aura 7 y/ ((i -bc-t-x) - 


€ 
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(^b+c-~x){h — c+x){—b+c+x))+\y/{[d+e+x) 
{d+e — x){d — e+x)( — d+e+x)) = a : mais la ré- 
solution de cette équation seroit pénible. 

Autre investigation. Du point C tirez CE, CF, per- 
pendiculaires aux côtés AB, AD, prolongés à volonté. 
Vous aurez iXCE-feXCF = aa. Prolongez CD versG, 

en faisant CG:d::e:ô, ou CG=: — , et par le point G 


menez GH=ô et parallèle à AD; tirez CH, et prolop- 
gez CF jusqu’au point I de la droite GH prolongée i 
volonté. Vous aurez CI :CF::e;i; maisGH = ô; donc 
le triangle CGH=CAD, et les triangles ABC-fCGH 
p= a , c’est-à-dire , î ^ X CE -f i ô X CI =a ; donc CE -|-CI 

Prolongez CE vers L, jusqu’à ce que EL = -^^^ V 

pt achevez le triangle CLM, rectangle en L, et ^ont 

l’angle LCM=DCF. Vous aurez CM = CG =^, et 

b 

IiM=GI. Soit LM ou GI=z. On aura DF:z::CD:CG, 

I ^ ' 

et par conséquent DF:z::ôte, d’où DF = -^. Et puis- 

qu’ A C9 = d* -f e’ -f ae X DF = e* -f 2 iz = ô* -1- c> -i- 
aàXBE, on aura ô’-i-c*-i-2ÔXBE=d’-|-e*-f aiz, et 
d'-f-c’— i>_c* . _ 

7 y Z. Donc Z sera 

20 20 

la différence entre BE et z, ou entre BE et LM. Prenant 
donc BN= — , et menant MN, LN sera 


un rectangle ; d’où l’on voit que pour déterminer le 
point C, il seroit inutile de calculer la valeur de z. 

Construction. Sur AB prenez BN = .^ 


V 
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en deliors, si cette valear est positive, et da côté opposé 

si elle est négative. Eleves NM = -^ et perpendiculaire 

de 

sur AN j du centre M avec le rayon et du centre B 

avec le rayon c, décrivez deux cercles qui se couperont 
en C, et achevez le quadrilatère ABCD. 

Corel. Les angles BCE, MCL, CBE, CML, valent 
ensemble deux angles droits , [ parce que les deux trian- 
gles BCE, CLM, sont rectangles en E et L] : mais les 
angles BCE, MCL , BCM, font deux angles droits; donc 
l’angle BCM=CBE4-CML : mais l’angle CDF = CML; 
donc BCM = CBE-fCDF. Or, CBE -4- CDF = BAD-|- 
BCD ; donc BCM = BAD-|-BCD : mais la valeur de NM , 
et par conséquent celle d’ABCD, sont les plus grandes 
lorsque BC et CM sont en ligne droite; donc la va- 
leur d’ABCD est la plus grande qu’il soit possible, 
lorsque les deux angles BAD, BCD, font ensemble deux 
angles droits, c’est-à-dire, lorsque le quadrilatère peut 
être inscrit dans un cercle. 

X. Construire 

de 


Après avoir trouvé une droite = ~, c’est-à-dire, une 

quatrième proportionnelle à d, h, a, cherchez une antre 
... ai , 

ligne qui soit a -j- comme c est a e : cette ligne sera = 

^ c 
d ^ e' 


XI. Construire 


b^+cd' 




* 
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Faisant un parallélogramme ej; = A’+c</, on cons- 


truira — qui sera 
ex ^ 


XII. Construire 


'i’ + cd' 
a^h 




Sur la base c on fera un parallélogramme ce'=zd' , 
et on aura + d^=i^ +ced=c^c^+de). Faisant un 

parallélogramme + on aura cfg=c{^c^+de) 

, „ td/> a^b a} b 

= à+d} , et -j-==-^==— .X — . 

c^+d^ cJs cf g 


XIII. Construire 


bed+e+j* 


_ . c' û’X ' X * 

Puisque T ; -rest=-; ; — 

^ bed+e+ji bcdXi+eXiXiX^+f* 


, cd ^ P bed P > 

i-^Xi+fX — — }-e-i ■- 

I iXi iXi iXiXi 

n’aura qu’à construire celle de ces expressions que l’on 

voudra. 

XIV. Construire l’équation a’+px=r, c’est-à-dire, 
trouver la valeur de x, lorsqu’on connoît celles de p etr. 

« Soit AK une droite quelconque, que l’on nommera 
n. Sur AK prolongée de part et d’autre, prenez KB= 

~ vers A, SI P est positif, et en sens contraire, si p est 

négatif J coupez AB en deux parties égales en C, et 
du centre K avec le rayon KG décrivez le cercle CXj 

inscrivez dans ce cercle la droite CX=— ; prolongez 


CX de part et d’autre, et tirez AX ; prolongez de même 
AX; entre CX et AX inscrivez EY— CA , de sorte que 
EY' prolongée passe par le point K : on aura x=XY. 
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Pour do’monlrpr cette construction , nous établirons 
d'abord les trois lemnies suivants. 

Lem. I. ' YX;AK::CX:KE. 

Car menant 'K.F parallèle à CX,lcs triangles sembla- 
bles ACX, AKF, et EYX, ERF, donneront AC:AK:: 
CX:KF, et YX:YE::RF:KE, c’est-à-dire, YX;AC:: 
KF:RE; doncACXRF=ARxCX=YXxER} donc 
yX:AR::CX:RE. 

2. YX:AR::CY:AR-fRE. 

De ce que YX :AR::CX:RE , il s’ensuit YX;AR:: 
YX-fCX:AR-fRE, c’est-à-dire, YX:AR::CY:AK-f 
KE. 

3. RE— KB:YX:;YX:AK. 

R étant le centre du cercle CX, la perpendiculaire sur 
CY, menée par le point R coupera CX en deux parties 
égales, et par conséquent j CXX^CY=CR</-l-CYy — ■ 
RY^ ; donc YR Y — CR 7 = CY,/ — C Y X CX = C Y X YX ; 
ce qui donne CY;YR — CR::YR-1-CR:YX; mais YR 
— CR = YR_YE- 1 -CA— CK=RE — BR, et YR-J- 
CR = YR— YE-f-CA-l-CR=^ER-l-AR; donc CY;RE 
■ — BR:; RE-|-AR:YX,et par conséquent CY :RE-1- AR:: 
RE — BR:YX ; mais le lemme 2 donncCY :RE-}-AR:: 
YX:AR; donc RE— BR:YX:: YX :AR. 

Démonstration de la construction . Le lemme 5 donne 
RE— RR:YX::YX:AR, d’où RExYX— BIvXYX: 
YX,/::YX:AR; mais le lemme i donne REXYX = 
ARXCX; donc ARxCX— BRxYX :YX 7 ::YX:AR, 
et par conséquent AR,/XCX — ARXbRxYX=YXc. 


Substituant x, n , , a la place de YX , AR, BR, 

CX, dans cette dcriiicrc équation, on aura/' — px=x^, 
ou x^+px=r », 
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LIVRE XIV. 


DÉFINITIONS. 

I. Lorsqu’on rapporte une ligne quelconque, si- 
tuée sur un plan , aux côtés d’un angle rectiligne tracé 
à Tolonté sur le même plan, et qu’on donne le nom de 
base à l’un des côtés de cet angle, on appelle orrfon/ice 
de la ligne dont on parle, toute droite parallèle à l’au- 
tre côté, comprise entre la base et le sommet du même 
angle. En pareils cas , la portion de la base comprise 
entre l’ordonnée et le sommet, se nomme abscisse; 
l’abscisse et l’ordonnée sont deux coordonnées ; le som- 
met s’appelle V origine des abscisses; et l’équation qui 
détermine l’une des coordonnées , lorsqu’on donne la 
Talenr de l’autre, est l’équation de la ligne proposée. 

II. Si l'origine des abscisses est un point commun à la 
ligne proposée, on la nomme sommet de la base et de 
la ligne proposée. 

III. On donne le nom d’axe à tonte base perpendi- 
culaire aux ordonnées. 

IV. Soientx,^^-, les coordonnées; *, S, 7, S, etc., des 
nombres quelconques positifs ou négatifs, ou des zéros; et 

o = a-t-6x-f-Sx’ -l-Tix* -t-etc. 

+ XT + ® ® ® 

+txr* +etc. 

-betc. 

+etc. 
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l’^uation d’une ligne proposée. Si le nombre de ter- 
mes en est fini , la ligne sera algébrique , et du premier 
ordre, on du second, ou du troisième , etc . , selon que 
le nombre de facteurs x on jr, ou x elj-, sera i , ou u , 
ou 3 , etc . , dans le terme où il y aura un plus grand 
nombre de ces facteurs. 

V. Le solide terminé par une figure plane proposée, 
et par la surface qu’une droite infinie décriroit, en par- 
courant de l’un de scs points le périmètre de la figure 
proposée, et en passant toujours par un point donné 
hors du plan de cette figure, s’appelle pyramide. La 
figure et le point donné sont la base et le sommet de 
la pyramide. 

VI. Si la base est un cercle, la pyramide prend le 
nom de cône; et si un plan coupe la surface du cène 
sans passer par son sommet, la ligne d’intersection qui 
en résulte s’appelle section conique. 

Yll. La section conique qui renferme un espace 
quelconque sans être cercle, s’appelle ellipse; celle 
qui a quatre branches infinies, s’appelle hyperbole , 
et celle qui n’en a que deux, parabole. 

VIII. La ligne droite, qui divise également toutes 
les cordes parallèles à une même corde, se nomme 
diamètre. 

IX. Et si en outre elle les coupe perpendiculaire- 
ment, on la nomme axe principal; et pour lors le 
sommet- de la ligne prend aussi le nom de sommet 
principal. 

X. liorsqne deux abscisses, coupées sur un même 
diamètre, sont égales et contraires , et répondent à qua- 
tre ordonnées égales, deux d’un côté, et deux de l’autre 


•r 
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du même diamètre^ l’origine de ces abscisses s’appelle 
centre du diamètre. ' 

XI. Les diamètres, dont l’un divise e'galement toute 
corde parallèle à l’autre ^ sont deux, diamètres con- 
jugués. 

Xir. Le point où tous les diamètres se coupent ré- 
ciprorjuement, s’appelle centre de la ligne. 

PROBLÈMES. 

1. Trouver l’ équation de la ligne droite. 

Soit AB la droite proposée. Marquez- y deux points 
A, B, ù volonté, et de ces deux points baissez les per- 
pendiculaires AC, BD, sur une droite quelconque CD. 
Supposez AC — a, BD=i, CD=c,CE abscisse quel- 
conque = a?, l’ordonnée EF==y, et vous aurez c:b — 
a::x:r — a; d’où cj- — ac—{b — a)x, et o—ac + 

(è — a)x — ry. 

Scholies. I. Si CD étoit parallèle ù AB, on auroit 
0=ac — cy , cl y— a. 

2. On démontrera facilement que la ligne du premier 
ordre est une ligne droite , tout comme l'on vient de 
démontrer que la ligne droite est nne ligne du premier 
ordre. 

5 . On donne le nom de courbe à toute ligne qui 
n’est point droite; et c’est pour cela que les géomètres 
appellent les lignes du second ordre, courbes du pre- ' 
mier genre ; les lignes du troisième ordre, cor//'ies 
second genre , et ainsi de suite. 

IL Trouver l’équation de la section conique. 

Soient D le sommet de la section conique ABC, faite 
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par un plan non parallèle à la base duc6ne; AECF une 
seconde section parallèle à la môme base ; et AC l’in- 
tersection des plans ABC , AECF : que l’on mène la 
droite EF perpendiculaire sur le milieu d’AC, et les 
droites DE, DF, BG, étant l’intersection des plans ABC, 
EDF, on démontrera facilement qu’AECP est un cer- 
cle ; que EGF en est le diamètre ; que le plan EDF 
passe par le centre de toute autre section circulaire pa- 
rallèle à AECF, et que par conse'qucnt ce plan divise 
e'galemcnt toutes les cordes parallèles à la corde AC. 
Désignons l’abscisse x parBG; l’ordonne'e j"par AG, et 
BD par a. Puisque les angles des triangles BFG, DEF, 
sont donnés, les rapports de leurs côtés seront connus, 
et on aura GF=mx, BF=nor, EF =/>'X'DF =p {a + 
nx)—pa + npx, et par conséquent FG z=zpa+npx — 
mx : mais AG(/=EGXGF; Aonc j''—inx{pa-\-npx 
— mx), ou o=mpax + m{np — m)x'^ — j-'. 

Corol. I. Toute ligne dont l’équation est de la forme 
sera une section conique, que l’on 
pourra construire dans le cône, en transformant cette 


e’quatlon cno= — 



— , et en la compa- 


rant ainsi à l’équation o — mpax+m{np — m) x' — j-*, 

nS 


. , mX — S 

ce OUI donnera p= ^ — , et a 


Faisant 


S—mX 

donc l’angle AGF droit, et prenant l’angle AGB des co- 
ordonnées dans un plan différent d’AGF, coupez GB, 

GF BP 

GF, par une droite DF, et supposez BG 


prenez BD = ^^ le point D sera le sommet 
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du cône. Prenez encore FGE = — X DF : 1 a droite 

mnt^ 


FGE sera le diamètre d’un cercle dont le plan doit étre> 
ou parallèle à la base, ou base du cône. Cela posé, si 
l’angle GBF rend S — w»’'^=o, il faudra en construire 
un autre, et la nouvelle valeur de m, qui en viendra, 
satisfera à la question. 

2. Toute ligne du second ordre est nne section conic^e. 

Pour le démontrer , soit ABC un arc proposé d’une 
ligne du second ordre ; menez les cordes parallèles AC, 
BD, dont l’une par les extrémités de l’arc, et l’autre 
dans l’intérieur du segment ; divisez*les également en 
E, F, par la droite EFG. Soit G le point où cette 
ligne rencontre l’arc. Prenant GEA pour angle des 
coordonnées, GE pour base , et G pour sommet, l’équa- 
tion générale aux lignes du second ordre, devra donner 
pour l'ordonnée AE deux valeurs égales et contraires, 
correspondantes h. l’abscisse GE, et autant de valeurs 
égales et contraires pour FB , correspondantes à l’abs- 
cisse GF: mais GE, GF, sont deux abscisses quelcon- 
ques; donc l’expression de jr ; déduite de l’équation 
générale, devra donner pour deux valeurs égales et 
contraires, quelle que soit l’abscisse x, depuis o jusqu’à 
GE. Or l’équation générale du second ordre, o=a-t- 

€x+-(j-+Sx'‘ + zxj'+Xjr' , donne ^ = ÿ 

\/ (t’ — + 2 (TfS — 26ÎD X ( e’ — ); donc 


— =0; car autrement les deux valeurs de^ ne 
seroient pas égales et contraires. Mais on peut satisfaire 
à la condition — ^ ■ 1 ^ .. = o , soit en supposantx= — ^ 
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soit en mettant o à la place de 7 et de e; et la supposi- 
tion de or = - est impossible, puisqu’il n’y auroit 

alors qu’une seule abscisse — susceptible de deux 

ordonnées égales et contraircsj donc 7 = 0, et e = o 
ce qui réduit l’équation générale à la forme o = a-f-gj; 
+ mais X—o rend j'~o [const. ]; donc « 

= 0, et par conséquent l’équation de l’arc ABC sera o 

— Sx+Sx'+X,j*-, ce qui prouve qu’ABC est une sec- 
tion conique [14. 2. corol. 2 ]. 

5 . Toute droite qui divise également deux eordes pa- 
rallèles est un diamètre. 

On démontrera ce corollaire comme le précédent 
mais sans supposer qu’AB, CD, soient deux parties 
d’un même arc, ni que la base rencontre la courbe. 
Cette remarque est d’autant plus nécessaire, que l’iiy. 
perbole a des diamètres qui ne sauroient la rencontrer. 

4. L’expression J- = ^ ^ ^ 

-il, 

2(*7 — 2g'4)x-t- (ê’ — 4 ^'C) 2 ^’, fait voir que la conrbe est 
une parabole, lorsque e’ — 4S^=o; hyperbole, lorsque 

•’ — 4 ^'4 est positif J et ellipse ou cercle, lorsque e’ 

45^ est négatif. 

Soient d’abord e’ — 45 !^, A, B et C, des nombres po- 
sitifs. Supposant +’A=7’ — 4a'4, +”8 = 2(75 — 
et -f C = s’ — 4 ^S; on réduira l’expression de j- à j-= 

- I 

^ v/(±’A +”Bx-fCx’),etil n’y aura point 

de valeur de x, >-^ + ^, et > i , et par conséquent > 
AB., 

^ +■ ‘lui ne rende Cx»>A+Bx,et Cx’> ±’A+’i 
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Bx: mais qael que soit x, positif ou négatif, Car’ est 
toujours positif; donc +’A +”I5 x+Cj.’ sera toujours 
positif, quelle que soit la valeur «le x. Or, chaque va- 
leur de X qui rend i’A +”Ba +Cx’ positif , donne deux 
•valeurs réelles de r; donc la courbe aura deux bran- 
ches infinies du càlé de x positif, et deux autres du 
côté de X négatif. 

- Lorsque s’ — 4y^ = C devient=o, on trouve 

^ ^ ^ ( +’A +”Ba;) , et il n’y aura point de 
li i-a 

valeur positive de x > ^qui ne rende +’A-|-Bx posi- 
tif, ni de valeur négative de ar > qui ne rende +’A 

. — Bx positif. La courbe aura donc deux branches Infi- 
nies : mais elle ii’cn aura que deux; car x positif et > 

^rend +’A — Bx négatif; et x négatif et > ^rend+’ 
B " 

A+B.r ne'gatif. 

Soit e’ — 45 's négatif, et A, B, C, des nombres posi- 
tifs, etsupposons +’A=y’ — 4*^? i”B = 2 (ys — aêîj) 
et — C=e’ — 4^'v : il n’y aura point de valeur de x, > t 
A 4-B 

et >— 7 ; — qtti ne rende Cx’>A-pBx, et par consé- 
qnent +’A+”Bx — Cx’ négatif; 

+ -^v/(i’A+”Bx — Cx’) sera imaginaire, quelle que 

J 

soit la valeur de x positive ou négative; car — Cx’ de- 
meurera toujours négatif. Donc la courbe ne sauroit 
avoir ici des branches infinies, et par conséquentelle sera 
Hu cercle ou une ellipse, puisqu’il suit de la formatiou 



Digitized by Google 



LIVRE XIT. I <75 

ttténie des sections coniques sur la surface du cône , que 
touie section qui n’est pas infinie, entoure nécessaire- 
ment lin espace, et devient par cela même un cercle ou 
une ellipse. 

5. L’equalion o = a + Sx-J-');7'-i-Sx''4-^' appartient à 
riiypeihule. 

Car de'sie;nant par x, y, les coordonne'es AB, BC, si 
l’on change d’angle, en désignant par z, u, les nouvelles 


, . T. ^ • BD BC 

coordonnées CD, AD, et en faisan t = m ,et 


CD 


on aura x=u — m.z ,cl y — nz. Suhsliluant ces valeurs 
iex,y, dans l’équalion proposée, il viendra o=a+ 
(*^« — Zm)z+Su^ + (,n — 2 Sm)i/z-f- [Sm — n) mz'i 
mais (« — ‘zSm)’ — — n)m — n'‘, ne peut être 

que positif J donc la courbe sera une hyperbole [ co- 
rol. 4 ]• 

6. L’equation 'o = a+Sx+‘fy+x^ appartient à la pa- 
rabole. ' 

Car substituant U — tmz au lieu de X, et riz au lieu 
de on a o = a -f- 6i/ + (-y/i — 6m) z-|-ii* — ami/z-p 
m’z’ équation à la parabole, puisque ( — 2 m)’ — 4X 
1 X rn^ = o. 

-J. Si l’on prend sur le même diamètre, sans rieu 
changer à rordonnée, une nouvelle origine des abscis- 

g g 

ses, et si l’on substitue u à la place de x-f — et u — — 

à la place de x , l’équation o = a. + Sx + Sx' +j'*, qui 
n’appartient qu’à l’ellipse ou à l’byperbole, et qui in- 
dique que la base divise également les cordes parallè- 

gî g a 

les , viendra de la forme o=a — ^ ^ 
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d’où il résulté qu’à deux valeurs de h, égales et contrai* 
res, répondent quatre valeurs de J", égales et contraires; 
deux de l’un des côtés du diamètre, et deux de l’autre. 
11 y a donc un centre dans tout diamètre de l’ellipse ou 
de l'hyperbole [i 4. déf. 10], et ce centre est l’origine des 
abscisses d’une équation do la forme o = a'+-5x’+j-*. 

8. Soient AB un diamètre quelconque de l’ellipse oa 
de l’hyperbole, 0= a + Sx’+j’ l’équation, AB=x, 
BC=j', et supposons qu’AB n’en soit pas un axe. Pre- 
nez AD = i, et élevez DE perpendiculaire sur AD; tirez 
la droite AEF ; du point C tirez CF perpendiculaire à 
AF, et CG perpendiculaire à ABG; et snpposi'z CG = 




BG: 


ny 


, AE=s,DE= 


:r, AF; 


:r^,etCF = 3; les 


m' m 

triangles semblables ADE, AGIT, CFII, donneront CH 


=sz, FH = /z, et par conséquent AH = 


s s ^ s s ’ 


donc CG = -— - 
s s 


tz,AG— 
^ sz 
mtii 


tu (s’ t')z tu Z . 

P = — - + — , et par conséquent = 

mz nln nz , u tz ntti 

q , et BG = 1 ; donc x ~ 

s ’ s s ’ SS s , 


nz 

s 


I — nt 




Z. Substituant ces valeurs de 


xetj' dans l’équation proposée, on aura o = 




an S/ -f- n’ Sf' -b m*f’) n' — ^ (n S -1- Sr — n’ — n SC — m V) 
UZ+ — (n’S-f-2nSr-4-8C-pm’) z*. Supposons DE termi- 
née de telle manière que t rende nS+St — n’8f — «8C — • 
m't—o, et divisons par^ («’S-fanSr-f-JC-f-zn’) l’équa- 
tion précédente; elle reviendra à la forme o=a-l- 5 'ï' 
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: donc AF sera un diamètre, et par conséquent 
vu premier aie, comme étant perpendiculaire à l’or- 
donnée CF. La détermination de t sera toujours pos- 
sible , parce que /iS -f — /t’Sl — nât’ — m’r = o , 



valeurs toujours réelles. Désignons ruiic de ces valeurs 
par DE, et l’autre par Dl j le produit de ces deux valeurs 
sera — ■ i ; faisant donc abstraction du signe — , on aura. 
DE: DA :;DA :DI; mais les angles en D sont droits; donc; 
ADE, ADI, seront des triangles semblables, et par con- 
séquent l’angle DA 1 =AED, et l’angle EAl droit; donc 
l,e centre d’un diamètre quelconque de l’ellipse ou de 
l’hyperbole, est aussi le centre de deux axes principantt 
qui s’y croisent perpendiculairement. 

g. L’équation o — a+x’^+jr'^ appartient évidemment 
au cercle, toutes les fois qu’on suppose a négatif, l’an- 
gle des coordonnées droit, et y/ — a le demi-diamètre.. 

10. L’angle des coordonnées étant droit, l’équation 

o = appartient au cercle; car faisant 

x=u — {&,elj-= 3 — jy, cc qui n’altère en rien l’angle 
des coordonnées, l’équation sc réduit à o = A 

1 1. Soit AB une abscisse u coupée sur ua diamètre, 

et BC la moitié s de l’une des cordes divisées également 
par l’abscisse AB. L’équation entre u et z sera o=A-f- 
Bh-|-D«’-|-Fz’. Que l’on change d’ordonnée, en posant 
ED=j', l’abscisse AD=a.', zez=my, BD=ny, et par 
conséquent u-=x — ny: on aura o=A -t- B.r — nBj--J- 
Da,’ — a/iDa;y -f (n’D - 1 - équation aux nouvelles 

coordonnées. 

Comparant celle-ci à l’équation générale o=a-}-oa:-l* 
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'y-4-Sar’4'ÊJ^^)'+’\T' J of* verra facilement à quelles con- 
ditions la base de celle-ci sera un diamètre. Voici ces 
conditions : Si le terme manque dans rèqualion, il 
faut, (jue le terme y manque aussi , jioiir que la base 
en soit un diamètre; si Sa.' existe , et manque, zxj- 
doit manquer aussi; si les termes Sx et -^r existent 

tous les deux, il faudra que e soit = — ; et si ÿx’ man- 
que, e.t^' manquera aussi. Pour que Sx disparolsse, il 
faut qu’il n’y ait point de Bu dans l’cujuation o=.A-l- 
B//q- üu’-i-Fi’ ; ce qui ne peut arriver que lorsque le 
centre de la hase devient l’origine des absci.sses. 

12 . liCs droites qui passent par le centre d’un diamè- 
tre de l’ellipse ou de l’hyperbole, sont elles-mêmes de» 
diamètres; mais il faut en excepter deux dans l’hyper- 
bole, qui ne sauroient la rencontrera (jtielque distance 
qu’on les prolonge, cl sur lesquelles il est toujours pos- 
sible de baisser de quelque prdntde la courbe une per- 
pendiculaire plus petite qu’aucune droite proposée. 

F.n effet, soient A le centre d’un diamètre de l’ellipse 
ou de l’hyperbole; AB un axe principal; BAC un angle 
quelconque différent d’un angle droit; DB une ordon- 
née quelconque perpendiculaire à AB; DC perpendicu- 
laire à AC ; AB=x ; BD -J'-, AC=u; CD=Z; AF= I ; 
FG=r, et perpendiculaire sur AB; AG = s_: on aura 

DE=sz ; CE— fz; n — rz=AE=sx; x =— m ~z; 

t t' t t' fl 

BE = fx= — « “ s-t-^3 = — M-1 — Z. 

s s s s SS 

[ parce que s" — /’= i ]. Soit o = A -f- Dx’-l-jy’ l’équa- 
tion entre les coordonnées AB, BD. Substituant à la 
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place tle x ei y leurs valeurs trouve'es, on aura o=A. 
(/>+i) + (D+/’) U’— 2 (D— i)fuz+ (Df’+Oz'- 
pour l’équalion entre les coordonnées AC, Cl>; d’où, 
l’on voit que la base AC est toujours un diamètre, ex-- 
ccpté dans le seul cas où D-bC = o mais celle condi-- 
tion, par cela meme que t* est toujours positif, ne peut, 
avoir lieu que lorsque D. est négatif; et D ne peut de- 
venir négatif, «jue lorsque la courbe est une bvpcrbole,. 
ce qui est facile à déduire du corollaire 4 ; on ne pourra 
donc tirer par le centre du diamètre de l’hyperbole, 
que deux droites, qui ne seront pas des diamètres; et les 
positions de ces deux droites se trouveront déterminées 
par les doux valeurs de t [<=+ y/ — D], déduites da 
la condition D4-t* = 0 . 

Puisque D= — C réduit l’équation ci-dessus à o = A 
(t’-fi) — 2 (D — i) tuz + (D/*-f- 1 ) appartenant à la 

base qui n’est pas un diamètre , on aura dans ce cas ;= 


D— I , (D— — (Dï’-f-.)A(/>-f 0 . 

D?r+r'"±v/ (BFTTr ^ “ 

~ ^ s’ensuit que l’ordon- 

née Z ne cessera d’ètre possible que lorsque (D/’-i-i)A 


v/((D/»-fOA (/’+■)) 

(D— i)r ^ 

et qu’il n’v a point de valeur de z qui ne soit une ordon- 
née. Quand on a D/’= — i , l’éqtiation devient o=A 
— 2 (D — )ln~; d’où l’on volt que dans cette 
hypothèse, il n’y a point de valeur de u à laquelle ne 
réponde une ordonnée, ni de valeur de z qui ne soit une 
ordonnée. 


(/'-H Q étant posltif,on prendra U < 


Scholie. Les deux droites qui se rapprochent de 1» 
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courbe sans l’alteindrc, s’appellent, par cela mdme, 

des asymptotes. 

i"). Le centre d’un diamètre quelconque de l’ellipse 
ou de rinq>crbole est le centre de tous les diamètres, 
et par conséquent celui de la courbe. 


Soient, s’il est possible, A et B les centres de deux dia- 
mètres. La droite AB, menée parées deux points, sera un 
diamètreou une asymptote. Soientd’abord AB un diamè- 
tre et CD la moitié de l’une des cordes parallèles , qu’AB 
doit diviser en deux également. Prenez AE = AD, BF 
= BD, et menez F.G ainsi que FH parallèles et égales 
k CDj il suit du corol. 8, que les droites EG, FH , sont 
les moitiés de deux cordes parallèles à CD. Supposons 
AD = x, CD=y, et o = a-l-Sx’-l-J'’ l’équation. Parla 
construction, on doit avoir des valeurs égales de cor- 
respondantes à des valeurs inégales de x, ce qui est 
contraire à l’équation; donc AB n’est pas un diamètre. 
Supposons AB une asymptote, et soit I un point de la 
courbe. Menez IL pcrpendiculaii^ à AB, et prenez AM 
= AL; menez MN perpendiculaire à AB, et = IL; le 
point N appartiendra à la courbe, ce qui est facile à 

j.j . , . . A(C-f-i) + (Dt'-f-i)z* 

déduire de 1 équation u— jr ; , troii- 

‘ 2 (D — ) iz 

Tee dans le corollaire précédent. Coupant BO=BL, et 
menant OP = lL et perpendiculaire à AB, on démon- 
trera de même, contre la même équation, que le point P 
appartient à la courbe , et que des abscisses inégales 
correspondront à des ordonnées égales. Il est donc im- 
possible que deux points A , B, soient à la fois l’ori- 
gine d’une équation de la forme o=a-f-5.r*-l-j-’ ; d’où 
il s’ensuit que deux diamètres de l’ellipse ou de l’by-' 
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perLole ne peUTent avoir qu’un seul et même centre. 

14. I-iC calcul du corol. 12 s’applique au cercle, 
en faisant D= 1 , ce qui détruit le terme — 2 (D — i) 
tzu de l’équation relative à la base AC, et fait voir que 
toute droite qui passe par le centre du cercle, est un 
axe principal. On ne sanroit donc avoir D= i , ni par 
conséquent — 2(D — i)t«z=o, lorsque la courbe est 
nne ellipse ou une hyperbole j ce qui prouve que clia- * 
cune de ces deux courbes n’est susceptible que de deux 
axes principaux. 

III. Cinq points d’une section conique étant donnés, 
déterminer la courbe. 

Soient A , B , C , D, E , ces points. .S’il y en a voit trois 
en ligne droite, la question seroit impossiblej il faudrolt 
alors que l’expression de l’ordonnée fût susceptible de 
trois valeurs, tandis qu’elle n’en admet que deux. On 
pourra donc supposer que les deux droites AD, BE, 
menées par deux de ces quatre points, se rencontreront 
en F, et conduire par le cinquième C la droite CG paral- 
lèle à RE, qui rencontrera AD dans un point G. .Soit A 
l’origine des abscisses , AD la base, et AFB l’angle des 
coordonnées. L’équation de la combe sera o=x-J-7,y 
+ l’origine A de x et étant la 

même, on doit avoir j-=o, lorsqu’on suppose ar=oj 
ce qui ne peut avoir lieu que lorsque le terme a man- 
que. Soit AF=a, BF AG =c, CG=<I, AD=e, 
EF=y; Supposant ar==e, et ^ =0, il viendra 0=6-1- 

5 e’, et par conséquent 5 =—^: donc o = x-f-7j^^ — ■ 

I ' . 

— Substituant, dans cette expression , c 

au lieu de x, et d aùlieu de^, on trouve o=c+’fd — • 
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c* , 

\-zcd+'^d'^ J substituant a au lieu de a:, et i au lieu 

c 

Cl ^ 

de r, on trouve o = a+-yi \-zab+V,'- et substi- 

e 

tuant a à X et — / à j [on écrit — f, parce que la di- 
rection de cette ligne par rapport à la base, est con- 

traire à celle de i], il vient zaf+%f^, 

Moyeiinant ces trois équations, on trouvera les coeffi- 
cients 7 , e, ", suivant la méthode prescrite à la fin du 
liv. X, et la courbe se trouvera déterminée. 

Scholîes. I. Mettant e au lieu de x, et — — au lieu de 


S, on aura o = e+"{jr — e-l-eej--f-"j'’, — 

valeur de la seule ordonnée qui corresponde à l’abs- 
cisse e, l’autre étant nulle. Si l’on prend = 

et parallèle à BE, le point H sera un antre point de la 
courbe; et divisant DU et BE en deux, parties égales 
en I et L, la droite LI, qui joint 1, L, sera un dia- 
mètre. 

2 . L’équation j'= ~ — 45'0^’+a 

2 ^ 


(7s — 2")x-l-7’), fait voir que ^v/((s* — 4^) x' + h 

(7s — a")x-f-7’), expression de la différence entre les 
deux ordonnées qui correspondent à une même abscisse 
X, est lu valeur de la corde lcrini née à leurs extrémi- 
tés: on aura donc-^ v^((^’ — 45 's) + {7s — 2")x-{- 

— C — et par conséquentx= 
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e‘ — 4<î 




'<7$ - 


■4i>' 


s'V 


187 

(/'+m— 7*^ P . 

‘e’ ~iù~ )■ 


l’une (le ces valeurs de x doit <jlre=;(i, coupez AM 
epale à raulre , et tirez AIN parallèle à I5E. I.a droite AIN 
rencontrera le diamtitre LI dans un point O, et c’est 
sur AIN (jucdoit dire sittide une corde égalé à lîEj donc 
le point P, milieu de LO, sera le centre de la courbe. 

5. Si l’on lire par le point P la droite QR parallèle à 
BE, les droites LO, QR, seront deux diainè-tres conju- 
gues j car prenant ON = OS = LE, ou aura deux 
points N , S, (jni appartiendront à la courbe ; et joignant 
BN , ES, le parallélogramme BNSE sera partage’ par les 
droites LO, QR,en cptalrc parallélogrammes semblables 
et égaux; d’où il suit (]uc ciiaciin des diamètres LO, 
QR, divise e'galemcnl toute corde parallèle à l’autre. 

4. Soient LO la base, P l’origine des abscisses, et BLP 
l’angle dos coordonnées, et su])posons o = A -j- Da’ ; 
g=PI; Zi = ill; i = PO;cl/=NO : OU aura o=A-f-Dg* 

/(*—/’ 

-p/i’, et o = A -pDt’-l-è’ ; d'où D = -; , et A = 

j’ — S* 



. — . Les coefficients D, A , une fois trouvés, on 

' ’ 

dtilerminera facilement les sommets des diamètres con- 
jugués, eu faisant succcssivciuenl a;=o, et j-=ro; car 

J- — 0 donne a’= + \/ — -jj, et ar = o, donne ^'= + 

A 

v/ — A ; prenant doncPT=PV=y/ — ^ les poinlsT, 


V, seront les sommets du diamètre A’PT; et prenant PO 
— PR = v/ — > Iss points Q, R, seront ceux dudiamè- 

tre QPR. Dans l’ellipse on trouve toujours quatre som- 
mets, parce qu’A est négatif, et D positif : mais dans 
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ri»yporl)olc , l’un des diamètres a des sommets, et ran-< 
tre n’en a point j car D étant négatif, et A positif 


ou négatif, l’une ou l’autre de ces expressions y/ 



et y/ — A, deviendra nr-cessai renient imaginaire. 

5. Au lieu de l’équation o = A on pourra 

employer j -x’’ pour l’ellipse, ct_y’= + + 


— x’ pour l’hyperbole ; et si , suivant l’usage, on donne 

le nom de diamètre ;i la seule droite qui est aussi une 
corde, ces deux équations fourniront aa, ai, pour les 
diamètres conjugués de l’ellipse, et 2 ay/ + i, aiy/ + i 
pour ceux de l’iivperbole. On ne sauroit donc dire avec 
propriété qu’il y ail dans l’hyperbole des diamètres 
conjugués : cependant les géonictrcS'^cnt dans l’usage 
de donner à u<7 et ai les noms de diamètres conjugués 
de r hyperbole, en plaçant l’un deux à l’endroit qui lui 
conviendroit , s’il s’agissoil de l’ellipse, c’esl-à-dite, 

. „ . ... , i’ 

comme si 1 équation etoitj'’ =i’ 

6. liO position des axes principaux se trouve moyen- 
nant le calcul du corol. 8 du problème II de ce liv. 
XIV , ou plus simplement de la manière qui suit. 

Soit A B un diamètre quelconque de l’ellipse, C le cen-. 
tre, et CD le demi-diamètre conjugué à AB. Joignez 
AD, et prenez CE=CD; prolongez CD jusqu’à ce que 
CG = CA, et menez EF parallèle à AD ; du centre G 
avec le rayon GC, décrivez le cercle Cil qui coupera 
ÇA en H , et faites CI=FG ; joignez lll, et menez CL 
parallèle à HI et égale à CD ■, divisez l’angle DCL en 
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parlics c!galcs par la droits CM: cette droite sera 
«n axe de la courbe. En voici la diunonstralion. 

Tirez LN parallèle à CD, et LO, CP, perpendicu- 
laires à AB; prolongez CD, LC, en prenant CQ = CD, 
et CR = CL; joignez DL, QR, et supposez AC = a, 

A* 

CD = A : on aura CF = — , et par conséquent FC = 
CI = a_.^: mais CII : CI:: CN ;L 1 N' donne ^ ^ 

X CN = Cil X LN , ou bien ^ I — CN,/ = 

XCN, et onaiCIT=CP; donc n CD :: LN :NO ; 

d’où l’on tire X CN<7 = 2NOxCN : or A* 

[r=CL<7] = LN(/-t-CN(/ • — 2NOXCN, donne LN(/-f- 
CNy — A* = 2NO X CN ^ donc LNr/ -t- CNf/ — A’ = 

X CN</ , et par conse'quent LN(^ = A’ ^X 

CN/jf ; d’où il s’ensuit que le point L appartient à la 
courbe, aussi bien que les points Q , R : niais la droite 
CM est perpendiculaire aux deux cordes parallèles DFj, 
QR, qu’elle divise en deux egalement; donc CM est un 
axe principal. 

Quant à l’iiyperbole , on peut y adapter la même 
construction et la même démonstration, en prenant 
A’ 

CI = a-f — , et en désignant par A le vrai deml-diamè- 

Ire, c’est-à-dire, celui qui rencontre la courbe. 

7. Pour déterminer la parabole, il suffit de quatre 
points donnés; car de ce que la courbe est une para- 
bole, on tire d’abord e’ = 4"^j prenant l’un des quatre 
points donnés pour origine, on aura trois équations de 
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plus ponr les trois autres, c’esl-à-iiire, autant d’e'qua- 
tions qu’il en faut pour déterminer les quatre coeffi- 
cients 7, 5 , e, X- 

8. Continuant de raisonner de m^me, et faisant atten- 
tion au nombre de termes dont cliarjue équation alge'- 
Jjriquf est composée, ou trouvera que pour déterminer 
une ligne du premier ordre, ou n’a besoin que de 3 
points; qu’il en faut 5 pour déterminer la ligne du se- 
cond ordre, f) pour la ligne du troisième, i4 pour le 
quatrième, ao pour le cinquième, 27 pour le sixième, 
ainsi de suite. Les nombres 2 , 5 , 9, 1 4 , 20 , 27 etc., 
reviennentà ceux-ci, 2, a-|- 5 , 5 - 1-4 > 9 + 5 , i4+6, 20 
-f-7 etc. , qui indiquent assez clairement la loi de leur 
progression. 

9. Supjtosons AB une parabole , et AC un diamètre 
qui ne soit pas axe principal. Désignant la demi-corde 
BC par^r, et AC par x, l’équation de la courbe sera j-* 
~ax [i 4 - 2. corol.]. Soient AD, DE, deux droites 
dont AD parallèle à BC. Menez DG parallèle AC, BE 
perpendiculaire à DE , et BF perpendiculaire à DG. Soit 
BE = z, DE=«, AD=/>, elFG;BF::y;i, BG:BF:: 
r : I , DIl :DE:;5; I , EH :DE::f : I ; on aura EIl=r«, 

DII = su , BH = z — tu , BF = — Z u = — z 

/ ' c c c 


— «, r G = ~ Z — M, x=su -f- 

K + 


s 


s 

■IJt 


s ' s 


— u + 
s 5 




J BG = — -5 - 
^ s 


rt 


■u-,jr~p 


' — — «4- — Z. Substituant — 
5 s 

rt 
s 


— Zy et 

s 5 


w-| Z au lieu dea;et^ dans réqualionjt'’ = <w;, on 
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trouvera p’s* — ^prslu + ' 2 f>rsz + — •xr'tuz-\-r'z' 

— (i — ijt) sau+ {(i + t) sazi clou il suilcjue [/• étant 
>■ i], DE ne sera axe principal ejue lorscftie t~o, 
c’esl-à-tlire , lorsque DE sera parallèle à AC. Faisant 
donc r=o, s deviendra = i , et l’équation se trouvera 
réduite à j>'‘ + y)rz+r*z'‘ = au + aqz ; mais pour cjnc 
DE soit on axe principal, il faut encore que les termes 
^prz, a<]z, disparoissenl de l’équation^ donc •i.pr=^aq , 


Corol. La parabole n’a donc qn’nn seul axe principal, 
cl tous ses diamètres sont parallèles entre eux. 

IV. AnCD étant un quadrilatère où l’on suppose AB 
parallèle à CD, et dont on connoît le côté AB , l’angle 
ABC, et le rapport entre AD et DC, trouver le lieu du 
point D. 

Soient DE parallèle à BC, DF perpendiculaire à AB, 
AB = fl, EF:ED:;c:i, AD:DC::w:i, AE = x, ED 
=j" ; on aura A T)q = j'’ + a:’ + 'icxj' DC )’ = 

et par conséquent 
O = + o.m'‘ax 4- ( — i ) a’ — iciy^ — , éejua- 

tion de la courbe dont un point quelconque satisfera 
aux conditions du problème. 

V. Les droites AB, AC, ne sont données que de po- 
sition, tandis qne la droite DC, ainsi eiuc sa partie CE, 
inscrite à l’angle BAC, sont données de grandeur. On 
demande le lieu du point D? 

Soient DF parallèle ù AC, DB perpendiculaire à AB, 

CD=a, DE=A, AF=x, DF=j- et = c. Le 


rapport c étant connu , parce que l’angle BAC est 
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donne, on aura BF = cj-: or les triangle» semblables 

donnent a: — EF:EF::rt — h -.h, et par conséquent x: 

hx , , ibc 

'LFy.axh , et LF= — ■ donc — x’q xy. 

mais c étant < i , cette équation ne peut appartenir 
qu’à l’ellipse; donc le lieu du point D est une ellipse. 
Si l’angle BAC éloit droit, l’équation deviendroiti’ = 

j-'q-— x’, et les droites a, h, seroicnt les demi-axes 

principaux. 

N'^I. La somme des côtés AC, CB, du triangle ABC 
e'tant donnée, ainsi que la longueur et la position de 
la base AB , trouver le lieu du sommet C. 

Ayantlîré CD perpendiculaire à AB, et divisé AB éga- 
lement en E, on fera AE=d, AC4-CB — ae, ED=x, 
et CD==y ; d’où AC^ — ADy = BC(7 — BD<;f, et AC^ — • 
BC7=AD(/— BD7— -(AC-f-BC) (AC — BC) = (ADq- 
BD)(AD — BD) = 2e (AC^ — BC) = 2«fX2x; donc AC 

— BC=^x,ct AC [=i(AC-fBC)-l-i(AC — BC)] 
= eq- ~x: donc -^x^ — (rf-fx)*=e* — 

e’ 

d’-l — x“, équation à l’ellipse, vu que e> d. Le 

point E en sera le centre, et les deux droites \/ {e* — 
d’), et e [qui passe par les points A, B] , en seront les 
axes principaux. 

VIL La différence des côtés AC, CB, du triangle ABC 
étant donnée, ainsi que la longueur et la position de la 
base AB, trouver le lieu du sommet C. 

Soient CD perpendiculaire à AB, A B divisée egalement 
en E^ AC — CB=ae, AB = 2 </; ED=X; etCD=j': 
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on aura 2e (AC+CB) = 2t/X2arj AC+CB = — x, AG 


= e^• — X, et par conséquent J"’ 


e’ — <i’ + 



X* 




équation à l’Jnqjerbole , parce que </> e. 

Vin. Lad roile AB e'Iant donnce'clc position, ainsi que 
le point C , situe lioi-s Je cette diuiie, tandis que la por- 
tion DE de la droite CE, coupée par AB, n'est donnée 
que de grandeur, on demande le lieu du point E? 

Soient CA, EB, perpendiculaires à AB, AC=n, DE 
= AB = x, BE=_^: on aura a:j-;:AD:BD, 
cvy 

y.'.x'. DB = — -ij— , et pa r conséqu en l i’ r= 
qui revient à 

Scholie. On donne à celte courhe le nom de Con- 
choide de Nicomède ; elle a quatre branches infinies, 
dont AB est rasyraplote ; et il est facile de déduire de 
l’équation, ainsi que de la supposition, que cette courba 
doit avoir un nœud en C, toutes les fois qne h > a. 

IX. Le cercle ABC et le diamàire AC sont donnés de 
grandeur et de posiiitni; ACD est un angle droit; AD, 
comprise entre le point A et la droite CD, coupe la cir- 
conférence dans un point quelconque B , et la droite 
AE est = BD : on demande le lieu du point E? 

Si l’on lire EF, BG, perpendiculaires à AC, en aura 
GC=AF. Soit AC, a ; AF, x; cl EF, On a CC =:.r; 

AO— a — X; xij-::a — x : BG; j-’ = PiG.y =5 

A G X GC = ( a — x) X , e t par conséquent o = — x’ 

xr'. 

i5 
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Scholie. Cette courbe est la Cissoïde de Diodes. 

X. Le rapport entre les côtés du triangle ABC étant 
connu, et la base AB étant donnée de grandeur et de 
position , trouver le lieu du sommet C. 

Soit CD perpendiculaire ii AB, AB=a, AD— a:, 
CD=j', AC:CB:: 1 :ni. On aura BD = a — x, ACf^X 
7JI» — CB<y, 1 o’ 0/7JC et o= a* 

— 2 flX+ (i — (i — m^)x^ ■ le lieu du point G 
sera donc un cercle. 

Scholie. jr=o rend x= : prenant donc AE= 

^ ■ et AF = — - — , la droite EF sera le diamètre 

i+m’ 1 — ni 

de ce cercle j car l’équation prouve que chaque ordon- 
née en est une demi-corde. 

XI. A étant un point quelconque d’une droite infinie 
qui passe par les points B et C, donnés de position, et 
supposant qu’AD soit perpendiculaire à celte droite, 
et movenne proportionnelle entre les segments AB, AC, 
on demande le lieu du point D? 

Tant que lo droite AD tombera entre les points B, 
C, le lieu demandé sera il’ abord on cercle ; car la sup- 
posi lion A B ; A D :: AD : A C, donne AD^^rABxAC équa- 
tion an cercle : il sera composé encore de l’hyperbole, 
toutes les fols que le point A tombera sur le prolonge- 
ment de CB J car on aura alors ADc/ = (BC-f BA )XBA, 
et par conséquent o=BCxBA-f-BA^ — ADi^ , équation 
à l’hyperbole. 

■ Scholie. Cependant, si on calculoit comme dans les 
exemples précédents, on rcncontreroit une solution in- 
certaine; car désignant BC par fl,BA par x, et AD par 
si l’on suppose A situé entre B et C, on trouve 
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(a — x^x—ax — ar’jéqaalion au cercle, dont aucune 
ordonnée ne tombe surBC prolongée; et si l’on suppose 
A sur le prolongement de BC, on trouve = 
équation h l’hyperbole, qui ne donne aucune ordonnée 
qui ]>uisse tomber entre B et C ; d’où il résulte que la 
conclusion de l’existence du lieu du point D ne dépend 
ici que d’une supposition purement arbitraire. Et voilà 
encore une preuve de ce que l’on a avancé plus haut 
[ i3. 8. schol.] , savoir, que le langage métaphorique 
exposé dans les liv. VIII et XIII, et dans lequel consis- 
tent à la rigueur l’algèbre et l’analyse modernes, est 
sujet à des erreurs, par cela même qn’il tient à des 
hvpotbèses qui no ô’accordent pas toujours avec les con- 
ditions des problèmes, et qui souvent même les eon- 
trarient; car si, d’une part, on abrège extrêmement les 
solutions par la liberté que l’on a de nommer somme ce 
qui n’est qu’une différence, et </t)5^érenre ce qui n’est 
que somme; de l’autre, on met des bornes à ces mêmes 
solutions: on les rend quelquefois fautives, par des res- 
trictions incompatibles avec l’étal de la question, en ne 
prenant pour égales que des grandeurs affectées d’un 
même signe, et en ne donnant le nom de proportion- 
nelles qu’aux grandeurs désignées comme telles dans la 
définition Y du liv* VUI. 
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LIVRE XVc 


’ DÉFINITIONS. 

I. Si une expression peut admettre plus d’une va- 
leur, tandis qu’une autre n’en admet qu’une seule, on 
nomme celle-ci constante , et l'auuc i^arinhle. 

II. La variable qui peut admettre une valeur toujours 
plus grande qu’aucune grandeur proposée, est infinie -, et 
la variable dont la valeur peut devenir toujours plus 
petite qu’aucune grandeur proposée, s’appelle infini- 
tiènie. 

III. Si la valeur d’une expression A dépend de celle 
d’une autre expression B, on appelle A fonction de B, 
et B racine d’A. 

AVERTISSEMENTS. 

•' I. On désigne ordinairement les constantes par les 
premières leitres de ralpbaiiel, et les variables, les ra- 
cines et les fonctions, par les dernières, u, x, etc. 

II. On désigné une fonction en écrivant sa racine pré- 
cédée de qiieb|ue majuscule grecque, qui ne soit point 
commune il l’alpliabet latin ; et une même majuscule, 
Suivie de diverses racines , marquera une même fonc- 
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tîon de ces racines. Si, par exemple, Far désigné x’, et 
Ax, ( fl +x)’, Fs désignera et ^z , (a + ;)\ 

III. F (x,z) marque une fonction de x et s : c’est 
ainsi que x’z’ et x4 — «’xz4-/!-:J , par exemple, sont 
des fonctions dexetz, que l’on peut designer pat 
r(x,z),et A(x,z), 

DÉFINITIONS. 


IV. Lorsqu’on désigné par dx une grandeur qnel’on 
a choisie homogène à la racine x, pour être nonime’e 
Jluxion de celle racine, on désigné de même par r/Fx, 
et on appelle //«xjo/j de Fx, la grandeur qui rendroit 


ttVx 

—7 — constante, et 
dx ’ 


F l x-}-dx ) — F.r dVx . 


, , iafiuitième 

dx dx 

ou zéro, si r/xdevenoil infinilième, et si tout ce qui no 

dépend pas de dx demeuroit constant. ^ 

V. Tonte grandeur est la jluenle de sa fluxion, et 
chaque fluxion précédée de la lettre ymarque la flueute 
dont elle est la fluxion. 

VI. d{dz) est la seconde Jluxion de z; d{d{dx)) la 
troisième ; d[d{d{dx))) la quairième-, ainsi de suite. 


AVERTISSEMENTS. 


IV. On écrit ddz, ou d'z, au lien de rf(rfz); d?z, an 
lieu de d (d^z)-, ainsi de suite. 

V. On écrit aussi dz" au lien de (dz)\ 

PROPOSITIONS. 

I. X infinilième, et A, B, C, etc., constantes, ren- 
dent Ax+Bx’+Cx^+Dx^+etc. iniinilièmc. 
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Soient n le nomI)re des coefficients A , B , C, etc. j P 
une grandeur quelconque qui excède chacun d’eux, et 

Q une grandeur proposée : prenant x < ^ et < i , on 

I* m 

aura— Q>Par;— Q>Px’; — Q>Px^, ainsi de suite: 
n ^ n n 

donc «X "“Qr c’est-à-dire, -Q > Ax-f-Bx’-f Cx’-f Dx^ 
-f- etc. 

II. d{x’') — nx’'~'dx. 

Car dx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx 
tlJC^ ”” * (Ix 

constant, rendent — [=/)x"-'] constante et 

(x-|-</x)" — x“ nx^ — 'dx n — i n — i 

; r = n X"~Mx-i-n 

dx dx '■ ‘2 a 

X — — ■ x"~’t/x’'-|-elc. ] infinitième. 

O 

III. É?(x-f rx) = f/x+</rx. 

Car dx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx 

, dx — (ÎTx 

(Constant, rendent- 


ilx 


r 


constante, et 


(x-f <fx-i-r(x-j-r/x)) — (x-t-Tx) dx+dTx T 

dr àx |_ 

rfx-f-r/x) — Fx rèrx“l . „ . .. 

I intiniüeme ou zéro. 

dx dx J 

IV^ d[a-\-hx) — hdx. 

Car dx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx 
constant, rendent [=^] constante, et 

a + h (.r-j-rèr) — (n-hèx) _ è.</x _ ^ 

“T ~dx dx 

Schol. De là Tient que quand une grandeur est in- 
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dépendante de la racine, on dit qu’elle n’a point de 
fluxion , ou que sa fluxion est égale à zéro. 

V. Trouver d((a+x)"). 

En écrivant z=a+x, on aura dz= dx , et par con- 

sc({Vieatd{{a+x)'') = d{z’') = nz''-'dz = n{a+x)''-' 

dx. 

VI. r(x+<^x) — Tx devient infinitième, lorsqu’on y 
suppose dx infinitième, et tout ce qui ne dépend pas de 
dx constant. 


Car ces deux conditions donnent 


drx 

dx 


constante , et 


par conséquent 


r(x+/:ix) rx 
dx 


infinitième oa 
dx 


zéro J d’où il 


, . dVx 

s ensuit que - 


dx+ 


/r(.r+rf.r) — Tx 

^ dx 


— dx — T(x+dx) — rx= infinitième. 

dx J 

VII. d{xTx) = dxVx+xdTx. 

CavJx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx cons- 


tant, rendent—; — , et 
dx 


drx dxTx + xdV 


dx 




rx-f- X 


f/Tx 


dx ] 


( x+ rfxl r(x+ dx) — aTx 
constantes, et par conséquent- ■ 


<fxrx+x(frx ^ /T (x -f- dx) — Fx tfTx' \ ^ 

^ 

r^x-l-t/x) — Fx] == infinitième, ou = o. 

VIII. Désignant par x un nombre quelconque, et 
par l des logarithmes hyperboliques, on aura dx = 
xdlx. 

Car dx=d{i + lx+\{lxY+\(,lr? + h vh 

(/x)5+ etc. ) = dlx+ \{lx)dlx+li lxydlx+i,{lx fdlx 
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■+ rh (/a:)W/r+el<‘. = (i +/ar+^(/Ty+ 6 
• ^ -J^^{^lxŸ+elc.)dlx—xdlx. 

Corol. I. Soit Z fonction dcj-: on anra f/(z^) = z^<//s/ 
•=:zzy d{j'lz)=z^ dylz + z^dlz— zxj-djiz+zx—'j'-zdlz=z^. 

(djiz+ 

a. Lorsque z n’est pas fonction de^, on a Jz = o, el 
<f(zA )=zJ'dj'lz. 

IX. Trouver d"'{x’'). 

Puisque ’ ( x” ) est z=zd{d( .r")) = d{ nx“~ '<fx ) , si l’on •, 
prend tf.r fonction dej?, ou aura t/’ (x’“) [=f/(/i.r'‘“’r/x')] 
= «(u — I )x" ■'’«/r*-|-/jX''*~ ' J’x: niais si on clioisissoit 
dx indépendant de dx, on auroit d'^x—o, et par con- 
séquent r/” {x")=n{fi — i)x"“'£/x*. 

Supposant toujours dx indépendant do x , on aura de 
xnôme £f^(x-") = (n — 2)(« — i ) «x"~’</x^ j £/4(x'*) = 
j[« — 5)(n — 'z)(,n — i)nx’'~^dx^-, ainsi de suite. 

X. Si l’on rappoite <f"r(x + ^) à x dans , 


. dT^x+'O . d-r{x+Vi r/'T^x'-fS) 

eta tdans jr, , ic dis que -y- = — , 

di" ’ * ^ dx>‘ dz," 

pourvu que dx ne soit pas fonction de x, ni d^ fonc- 

tipn de i, 

. £fr(r-|-S) . dV{x+'i,) P 

Désignant par A, et par B, on 


aura 


r(x+S-i-£/.r)— r(x--pg) _ . 


dx 


A = inCniticœe ou 


ïCTO, et 


T{x+l+d%)—T{x+l^ 

d'i 


-B=infinitièmeou 


c= O. Cela posé, supposons, cc qui est permis, la 
fluxion d^r=djfj on aura dp suite A=B : mais A, B, ne 
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dépendent ni de dx, ni de d\ [ 1 5. dcf. 4 ] ; donc A sera 
toujours r= B, quel que soit le rapport entre dx et d'i,. 
Ainsi, puisque A est toujours égal à B , quelle que soit la 
Valeur de il s’ensuit que les valeurs d’ A et B seront 

tontes deux indépendantes, ou toutes deux dépendantes 
dex+6. Dans le premier cas, on aura dA =c/B = o [i5. 
4- scliol.]; dans le second, on trouvera, en raisonnant 
dA </B , , + 

: — ,cest-a-dire, = 


dx 


comme ci-dessus, 

d^r'x+l) ... 

; ainsi de suite. 

drx . d^Vx _ , d^rx .J 
XI. r;i+ï) =rx+ 6 + Ê-+ e 


d^Vx 


■^'‘•4-etc. 


Supposant i, racine et F (.r-f- %) = Fx A '5+ B4’ -j- -f- 

D’5’*-f-elc. , on aura dV [x+'i,)=Adi,+ ‘2Vi'i,ili,-{-'ji^i^dc, 

dV{x+ 4 ) 


•+-etc. , et — ' A-l-'2B4-l~5C^^ + 4P^^~t~etc. Sup- 

. ., . , dr(x+’i) _dr(x+%) _ ^ , 

posant X racine, il viendra ; = —, 


dx 
drx 

iMl+jCiA+Gic., ce qui donne 

dr{x+l) 


dl 


-A , lorsque %=o: 


drx 


mais — est indépendant de donc — = A , 

quelle que soit la valeur de %. 

Supposant i, racine, et di, indépendant de s,, on aura 
(x+'S) = 2B</e+2X"C4</4’-fclc. ; et, raisonnant 

r/’Tx 

comme dans le cas précédent, on trouvera B= 

’ . _ _ , ^ d^rx 

Suivant toujours le même style, on a C = ^ ^ jt/ô ? ’ 
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AVERTISSEMENT VI. 


d"T!u,x ,z,Plc.) , < . . . 1 . , . 

— ; — ; — ; desiane ce qui resultcroit de diviser 

duJxdz elc. 

d’abord par du la fluxion de T{u,x,z, etc.), prise rela- 
tivement à la racine tt; et de diviser ensuite par dx la 
fluxion du quotient, en la prenant relativement à x, 

. .J -.TW I d^[u^x'*z^ — au^xz^) 

ainsi de suite. Par exemple, -, — ; — ; est = 


dudxdz 


— 10 ««z^. 


PROPOSITIONS. 


XII. Le résultat de l’expression prc’cédente sera tou- 
jours le même, quel que soit l’ordre que l’on suive dans 
les operations. 

, d'T(u,x) </’rr«,x) 

Je dis d abord que — ; — - — = — -, — ■ — ; carr(M,x) = 
^ dudx dxtlu \ ' 


da 


{a — xyd'^T[u.a) (a — x'S^cPV {ii,a) 



dr(u,x) dr(u,n'^ (a — x)d‘‘r[u,a) (a — xY(PV{u,a) 


du du 

[a —x Yd'T{u,a) 
aX ùdtddu 


-f- etc. ; et 


P - - 

dadu •^dà'du 

d^r(u,x) d^r(u,a) 


dudx 


dadu 


(a — x\PT{u,a) , {a — xfSr{u,a) . dT{u,x) 

da^du 'xdcYdu dx 

d?[ti,a') (a — x)d^r(u,a) (a — xyd^ r(u,a) 

da dà^ 'ida^ * 
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(l'Tiihx) d^Tlu,a) 

et parlant — 

* dxdu dadii 

{a — a:)’£/ir(M,a) 


(«■ 


2o3 


nda^du 
On aara donc 


etc. : donc 


d^r{u,x,z,) 


da'dii 

iPr^UyX) d’rjujo:) 

dxdu 
d^\\ti,x,z) 


dudx 

dzdudx 


—, ainsi de suite. 


dndxdz dzdudx dxdzdu 

d^r(u,x,z) ePr(u,x,z) d^r(u,x,z) 

dxditdx dzdxdu dudzdx 

XIII. Soient AB l’abscisse, et BC l’ordonne'e corres- 
pondantes à l’arc AC de la courbe régulière AD, c’est- 
à-dire , d’une courbe dont les coordonne’es sont des fonc- 
tions -l’une de l’autre : je dis que, en menant une autre 
ordonnée quelconque DE , et acbcvnnt le parallclo- 
gramine BF, si l’on prend BE pour fluxion d’AB, le pa- 
rallélogramme BF sera la fluxion de l’aire ACB. 

BF 

On voit d’abord que étant la valeur de la perpendi- 
culaire baissée du pointe sur la droite BE, ou sur son pro- 
longement, si on représente par q- îc la perpendicu- 

laire tirée du point D sur la même droite AE, on aura 

CDF . .... 

- ■— < K ; mais AB constante et BE infînitième ren- 

BF 

droient BC constante, -jTp- constante, % innniticrae, et 

Ijlh 

BF 

l’aire CDF infinitième, c’est-à-dire, -j-j-r constante, et 

BE 


ADE — ACB 


BF 

BE 


[i 


BCDE 


. .. CDF ^ 

— -îrï7 = -T7T7- < 


FB 

BE 


BE BE L“ BE BE~ BE 

infinitième; donc si BE est fluxion d’AB, le parallé- 
logramme BF sera la fluxion de l’aire ACB. 
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AXIOME. 

Lorsque plusieurs lignes queleonques sont l< 
entre les extrémités d’un même droite, celle-ci en est la 
plus courte; et si deux de ces lignes sont dans un même 
plan , et d’un même côté de la ligne droite, l’extérieure 
excédera toujours l’intérieure, pourvu que celle-ci ne 
puisse reiicoulrer aucune droite en trois points. 

PROPOSITIONS. 

XI’V^. Prenant toujours BR pour fluxion d’AB, sup- 
posons que lu droite GII touclie la courbe au point G, 
et que les coordonnées EA , ED, prolongées à volonté, 
reucoulrent (»II aux points G, II; je dis que la droite 
Fil sera la fluxion de l’ordonnée BC, et que CII sera 
celle de l’arc AG. 

Pilez la corde GD , et GI parallèle à GD ; supposez 
AB constante, BE infinitiemc, et X une ligne propo- 
sée ; prenez BE < >. , et si GI n’en vient pas < X , prenez 
GI<>., et ayant tire GI, menez GD parallèle à GI : la 
ligne GD coupera l’arc en quelque point D, parce qu’au- 
cune droite ne sauroit passer entre la tangente GII et 
1 arc GD sans le couper. Menant donc l’ordonnée DE, 
on aura Bit, moindre qu’on ne l’avoit supposée: donc AB 
constante et BE infiniiième rendront GB, BG, GG, cons- 
tantes, et GI ainsi que GG GI infini lié mes. Or, les trian- 
gles semblables donnent ™ j^= — ~ ; donc AB 

FF! 

constante et BEiufîuitièmerendroient vrp- constante, et 
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ED— BC _ Fn r__ DF FII , T)TT Cr 1 

BE BF L Bü BE ~ ± J5Ë ~ BG J 

infinitième. Prenant donc BE pour fluxion d’AB^ la 
droite FII sera celle de BC. 


L arc C/D e'tant ^CD et ■^CII-l-DII^ on aura 




BE 

CG 


CD CH+DII , , r,f 

<~BE ^ > j-^,ct <-^ 

CI . 

+ : mais AB constante et BE iiifiuiiiètne donnent 


GI = CC + innnilièmc, et Cr = infinlliènie; et par con- 

C/D CG , . „ . CG 

seqncnt > — + infimUtnie,et < — +infini- 

, C/D CG . en r cG“i 

tièmc; donc — ± infimt.emc; ^ |^=_ J 


constante; et 
CG 


A CD — AC CIT 
BE ■“ BE 
CGI 


T - 


C/D 

TTiT 


CH 

ÏÎË 


î^T- +’ infinillème — =infinitiènie; d’où il a’en- 
BG ~ iKt ’ 


suit que quand on prend BE pour fluxion d’AB, on doit 
regarder CI! comme fluxion d’AC. 

XV. Si l’on prenoit— BE pour fluxion d’AB, on 

pourroit démontrer de m/me que — BF, — ï’II^ CH, 

sont les fluxions d’ACB, de BC et d’AC. 

XVI. La différence entre deux fluentes à fluxions 
égales, est indépendante de la racine. 

Soit drx — dAx, et supposons, s’il est possible, que 

la différence Tx — Axsoil = 0x: on aura dQ=dTx 

d^x,eldQx=o, c’est-à-dire, la différence 0x indé- 
pendante de X; donc 0x ne sanroit être fonction de x. 

XVII. Le solide A occupe l’espace que la figure 
plane B décriroit si elle se mouvoit depuis le lieu B 
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jusqu’au lieu C, de telle sorte que tout triangle inscrit 
à cette môme figure décrivît simultanément un prisme, 
dont la hauteur seroit celle du solide A. Cela posé, je 
dis qu’A est égal au prisme qui auroit cette même 
hauteur, et une base égale à B. 

Le solide A peut être regardé comme composé de so- 
lides de la même hauteur, et ayant des bases telles que 
la figure aSy, formée par les lignes droites «y, -fS, et 
par l’arc ao tout convexe on tout concave vers la droite 
tirée du point a au point 6, lequel arc soit compris 
entre les côtés du parallélogramme que l’on forme- 
roit en menant par a, 6, deux parallèles à 67 et ay. 
Ainsi, il suffira de démontrer la proposition à l’égard 
de ces solides. Soit S le solide ayant a€y pour base , et A 
pour hauteur. Si n’est pas = S, il y aura une dif- 

férence D entre ces deux solides. Sur le côté €y avec l’an- 
gle faites le parallélogramme SS < et coupez 

Se — yS==eX=etc., jusqu’à ce que le segment ^<x ne 
soit pas plus grand que y S; achevez les parallélogram- 
mes inscrits yx , SX , S|ji, etc. , et désignez par R le rec- 
tiligne qui en seroit la somme. La différence aSy — R 
sera égale à la somme des espaces Sx-, xXp, Xgs, etc. , 
et par conséquent moindre que le parallélogramme SS, 

et < Inscrivez an solide S des parallélipipèdes qui 

aient xy , SX, £|x, etc., pour hases, et circonscrivez au 
solide, qui auroit pour hase, un parallélipipcde 
qui en ail une, représentée par la figure at ; vous trou- 
verez aussi S — AR<Ax6S, <Ax < D. Soit 
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donc, s’il est possible , S > A X «S7 : on aura > A X 

aS^; absurde. Soit A X «07 > S. Puisque aS7 — R<^, 

on aura hXa^t — AR<D, et par conse'qucnt /iR>S, 
ce qui serolt encore absurde: donc /:Xao7=S. 

DÉFINITION VII. 

Le solide A se nomme cjUndre, lorsque la base en 
est un cercle. 

PROPOSITIONS. 

. XVIII. Désignant par x la hanipur AB d’un solide 
Px; par Ax la figure qui lui sert de basej par x+dx 
la hauteur ABC du solide r(x+</x) : je dis que dFx = 
dxlix. 

X constante, eidx infînitième, donnent r(x+«fx) 

Px ^ dxAx, et ^ dxA{x+dx). Soit P(x+t/x) — Px> 


dxAx: on aura 


P(x+</x) — Px dxAx 


~di 

dire positif], et <A(x+rfa^ — Ax, et par conséquent 
infînitième [ i5. 6 ]. Soit P (x+<fx) — Px<<fxAx, et 

par conséquent > dxA ( x + rfx ) : on aura 


dx&x 


T{x+dx) — Px 


>0, et < 


dx\x dxA{x+dx) 


dx 

, c’est- 


dx ’ dx dx 

à-dire, <Ax — A(x-4-<£r) ; donc — P(x4-</x)— Px 


dx 


dx 


• r . T(x+dx) — Px 

=^inlinitieme, et par conséquent j— 

— = inGoilième; donc dTx—dxAx. 


Digitized by Google 



2o8 prixcipes mathématiques, * 

Corol. Soit rx une pyramide qui ait pour tase un 
rectiligne: on démontrera facilement que les valeurs de 
Ax doivent être entre elles comme les valeurs de x*. 

Soit q = ^ : on aura dVxt=qx^dx—\ q X 3x’i/x, 

et par conséquent Tx—\qrSx'dx—^ qx^~^xXqx^ , 
c’est-à-dire, que Tx sera le tiers de sa base multipliée 
par la hauteur. 
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LIVRE XVI. 


I. Le st/ius droit, ou simplement le sinua d’un arc 
de cercle, est la perpendiculaire baiss<'e de l’une des 
cxtrcmile's de l’arc sur le rayon qui aboutit à l’autre 
extrémité'. 

II. La partie de ce rayon, comprise entre l’arc et le 
sinus, s’appelle sinus verse. 

III. Si à l’extrcmite de l’un des deux rayons qui com- 
prennent un arc quelconque, on mène une perpendi- 
culaire jusqu’au prolongement de l’antre rayon , la per- 
pendiculaire ainsi terminée s’appelle tangente de cel 
arc. 

IV. La se'canie de ce même arc est la droite com- 
posée du second rayon, et de son prolongement jusqu’à 
•l’extrémitc de la tangente. 

V. On divise la circonférence du cercle en 5f!o par- 
ties égales , nommées degrés ; chaque degré en Go mi- 
nutes; chaque minute en Go secondes; chaque seconde 
en 6o troisièmes , etc. 

AVERTISSEMENT. 

Les degrés, minutes, secondes, etc., se désignent par 
les caractères °, ' , " , etc. : ainsi le nombre G5° au' 4**. 
représente G5 degrés aa minutes 4 secondes. 
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PRINCIPES MATlîÉMATIQDES, 

DÉFINITIONS. 


VI. Désign.nnt par A un arc de cercle, on appelle 
go° — A, complément , et 180 — A, supplément àe 
l’arc A. 

Vir. Le sinus, la tangente, et la sécante d’un arc, 
sont le cosinus, la cotangente et la cosécante de son 
complément. 

AVERTISSEMENTS. 

II. Les noms de sinus, cosinus, tangente, cotan^ 
gente , sécante, sinus verse, s’abrégent ainsi: sin, 
cos, tang, cot, sec, rosée, sinv. 

III. Au lieu de X » on substitue souvent un point ; 

A • 

et à la place de ^ , nous écrirons queltjuefois A Ni B. 

PROPOSITIONS. 

I. Désignant par rie rayon d’un cercle quelconque^ 
on aura sin o°=o, et cos o“=r. 

II. sin Qo°~r, et cos 90° = 0. 

III. rd sin z=dz cos z. 

Soient l’arc AB désigné par z, C le centre, CA et CB 
deux, rayons, CD perpendiculaire et BD parallèle a AC, 
BDEF un rectangle dont le côté EF rencontre l’arc AB 
prolongé, BG une tangente, et DE = ri sin z. On aura 
CD— sin AB, BD = cos AB, et BG = tIz: mais les trian- 
gles semblables CBD,BFG, donnent BG;BF::BC:BD; 
Ronc dz cos z^zvd sin z. 
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Corol. I. rd cos z [ = ;y£ sia (90° — z) = - — dz cos 
(go” — 2)] = — dz sia z. 

2. Si l’on suppose dz indépendant de z, on aura d* 


sin z: 


sin z 




-, d} sin z- 


-dz^ cos z 


si 


sin z 


dz^ sin z 


; ainsi de suite. 


itr • /V . \ r • V . S'** X . sin Ç 

IV. sin (î;+z) |^=s.n Ç+ — + 

^^^^^+etc. = sinÇ + ^^ 


u.5d^^ 

_ z' sin , z^ cos 

T - ■? /_i + 


r 2A- 

z® sin 


2.3.4^^ 2. 5 . 4 - 5 /^ 2. 3 . 4 - 5 . ü/® 


-etc, 


2. or” 

.J=sinÇ 


(f 


z 

2r 

z 


J 

2 . 3 . 4 ''^ 


+ : 


2 . 3 . 4 - 5 . 6 r® 
z~> 


-t- etc. ^ -1- cos Ç 
l-etc.^; et on dé- 


6 . 4- 5 /-^ 


6r^ 6.4. 5r” i2o.6.‘]ri 

montrera facilement que ces séries sont convergentes^ 
quelle que soit la valeur de z. 

z’ z® 

V. sin z [=sin (o°-f z)]=z— — + 

o/‘* 

Z7 . Z9 

i2o.6.7r® 5 o 4 o. 8 .gr® 

z’ z® 

Coro/. sin — z = — z-f . + etc.j ce 

or’ 0 . 4 - 5 r^ ’ 

qui montre que des arcs égaux et contraires ont né- 
cessairement des sinus égaux et contraires. 


VI. cos z [==sin (go° — z)] = r — ^ — | — 


r 4 


2.3.4H 


+ 


etc. 


24.5.6r” 720.7. 8 r 7 

Corol. Deux arcs égaux et contraires ont un même 
cosinus. 
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TII. sln{''+z) 


PRINCIPES MATHÉMATIQUES , 

siii X, cos z-i- cos " sin z 


VIII. cos Ci+z) [ = sin (90“— Ç— z)= i (sin(go* 

— ) X cos (_z) + cos (90“ — Ç) sin ( — 2))] = 
cos X cos Z — sin sin z 
r 

Corol. cos l8o° |^— cns (9n°-j-gr>0) ^Xo 


■ r. 


IX. sin ( + sin {X — z) = ^ sin % cos z, 

• * • 2 

X. sin (1^4-^) — sin — ^) = ~ cos Z sin z, 

r 

% 

XI. cos + cos — z) = ^ cos X cos z, 

XII. cos {X — ^) — cos {X + z)= - sin X sin z. 

r 

2 , ç +2 y z 

XIII. — sin cos ^ = sin Ç+ sin z. 

/•2 a 

vïv ^ X~^ ^ X~“ Z ^ 

XI V . — cos cos = cos X + cos z, 

r 2 2 • 

vv ^ ^ ^ ç» 

XV. — SI II SI n = cos L — cos z. 

r 2 2 


XVI. z n’ëlanl pas > 90 °, on aora z= sin z + 
(sin z)^ 3(sin z',5 _ 3.5 (sin zp _ 3 . 5 . 7 (sinz )9 
2.3/-’ 2.4.5/-4 2.4.6.7r® 2.4.6.B.9/-* 

5.5. 7. 9 (sin zV 
2.4-<J-8. 10. 1 1 /•“’ 

Désignant parj- le sinus de z, on aura dz 


+ etc. 


r rd sin z 

L cos z 

: :^=Wr*_r*r"rfrl=r.+^+ — 

J-’) ^ V ^ar* + 2 . 4 r< 
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2./).ür® 


livre xvr^ 

5-5.7,r^ O. 
2.4.G.8r« 

l -3 


lor* 


$i3 

+ etc.) dj-,- 


donc Z—J-+ — — + 

^ 2 . 5 /’ ^ 2 . 4 . 5 /^ 


5.5r’ 


ir + 


„ ^ . 2.4.G. 7r‘> 

a. 5. 7J"9 _ ’ 

a.4.6.8.9/» ~ ‘"finilième, lorsque j- sera iafi- 

niticmc; et =go" lorsqiie_7' = r. 

Corol. 1. Désignant par A le terme précédent, on 

réduira facilement l’expression sin z + + etc 

2.5/-’ 

à sin z+ + 5’ (sin z)’A ^ .5’ (sin z)’A ^ 


6.7/’ 


'-i.5/* ' 4.5/-’ 

7’(sina')’A . .q’(.sin z'j’A 

ÏT^TTâ T ‘ r 1- elc. 

10. 1 1 r* 

2. Puisque r est la corde de Go", c’est-à-dire, de la 
sixième partie de la circonférence, on aura 4 r= sin âo", 

et par conséquent 5 o"~ -,/ -| .1. 

..A " ^-5.4 +4.5.4 +g:^ 

8 ^^ + = '•X O, 5235987 7 559829 etc. ; donc 

1 80" = 6/-X 0 , 52559 etc. = rX â , 1 4 1 5920535%, 7 etc. 
XVII. Désignant par e la basedes logarithmes hyper- 


» — » 



^ zV-i 


— elc. ^ 

2 /’ GH ~ 

24^4 120 /-* 

720/'' 

[9. déf. 2. et 4] on 

^ z‘ ^ zi 

^ i r î — » 


-f- etc. -f- 

/ ,3 .5 

2/' 24^^ 

\ 

720/* 

gH- = cos.-f(v/-0 

6in Z. 

XVIII. r" ■ (cos nz±(y/—i) gin 

/iz) 

= r»-'* 
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PRINCIPES MATHEMATIQUES, 


+ nzv/ — I 


(cos(+/ia)+(v/ — i) sin (+«z)) = /^-' re >: = 

( re ) =(cos(±z)+ (v/—i)sln ( + «))" J = 

(cos z± {y/ — I ) sin z)". 

- nx\/— I «^nsv/ — 

XIX. cos 7zz=j r" (^e '' +e *■ ) 

(cos Z + ( \/ — I ) sîn z)"+ j (cos z — (y/ — i)sin z)" 
= (cos z)" — n ^ - ( cos z )"“* (sin z)’+« X 


— — X — ; — (cos z)"-^ (sm z)4 — etc. 

3 4 


XX. »•" ~ ' sin nz ■ 


3 v/ 


1 — r" ( 

— ■ I ' 


rixV'— -t 

e ï 


e y = — T ( ( cos z + ( y/ — I ) sin z)” 


2 y/ — 1 

(cos z — (y/ — 0 sin z)’') = n (cos z)”~‘ sin r — n 


H. I 


\n 3 / • \3 . ” 3 

X — ^ (cosz)'— 5 (sin zŸ + n — — X— X — r— 
0 2 D 4 

X — ç— ^ (cos z)"— ® (sin z)^ — etc. 


XXI. (2 cos z) 

’ f e >• + ne 




« V-« ^zy^— i . . „ 

■ r r J j = 


ng\/ — » ( n — » ) z x/ — 1 ^ J (n — 4)«V^— I 

r +71 cri 

O • 


?7 — I n — 2 

X — 

2 D 


(ri — 6) * V^—“ I 


+ etc, 


. ^ — r" — 


' (cos nz 


+ ( y/ — 1 ) sin 7?z + 71 cos (ti — 2) z + 71 (y/ — I ) sin 
(71 — 2 ) z+ 71 - cos (71 — 4) z + n ” -— - (y/ — I ) sin 
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(n — 4) z + etc.)J =r"-' ^ cos nz + n cos (n — a) 

z-\~n cos (n — 4) — ; — ■ X — ^ — cos (/i — 6) 

îi U O 

z+ etc. ) ; car rien d’imaginaire ne doit rester dans la 
valeur de (a cos z)". 

Corel. I. sin /iz + nsin (n — a) z+« — - — sin (n — 4) 
z+ elc. = o. 

77 — I n — I 77 — a 

a. Les coefficients n, n , n X — 

' a a D 

font voir que lorsque n est un nombre entier, ri+ i 
doit éire le nombre de termes de la série cos t7Z+;7 cos 
( n — a)z+ etc. [car ils reviennent à ceux, de la série à 
laquelle se réduit l’expression ( i +Q'/’’, développée d’a- 
près la proposition VII du liv. IX]; et les coellicients 
„ — 2 , n — 4, n — 6 etc. , indiquent également que le 
dernier terme doit être cos (77 — ati) z — cos — /iz , et par 
conséquent égal au premier terme cos nz ; que l’avant- 
dernier doit être n cos (t? — a (n — i)) z — n cos — 
(77 — a) Z , et par conséquent égal an second terme ; que 
le troisième avant le dernier terme , doit être égal au 
troisième après le premier; ainsi de suite. 

Désignant donc par m un nombre entier, et par A le 
coefficient du terme précédent, on aura (a cos z)’'" = 

( 2777 — 1 

cos a/MZ-l-2772 cos ( 277J — 2) Z+ A COS. 

O ft7 — O 1 

(2771 4)^d J - A cos (2771 — 6)s-t- + — 

2771 ( 777 il. \ 

X — ^ — A cos (am — 27 ») j z, et par conee-- 
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quenl 2”"-' (cos ^mz + am cos (2m 

— 2)s+ — ^ A cos {2m — 4 ) z+ — ~ A cos 

3 

( 2772 — 6 )z+...+ Ar). 

5 . 2”"“’ (cos Z ■ ; f. 

2m — 2 


f.rm—1 ^COS ( 


2m — 1 ) z+ 


{2m — I ) cos {2m — 5) z+ 


2 


A COS {2m — 5 ) s+ 


2m- 


-A cos ( 2 /M — 7) Z+...+ ^L±i A cos Z 


3 . - ' m — I 

4. (sin 2 )’” [ = 2’"’~' 


)■ 


( 


(cos (90° — z))”" = 

' ^cos 2m (90° — -z) + 2m Cos {2m — a) (90“ z) 

- \ 

)■ 


2m — I 

“i — A cos (27/1 — 4) ( 90 »—^)+ etc. ) = /•’"■-• 


cos (//jX i8o° — 2/wz)+ 2/w cos ((/n— i)x i8o° — 

3772- — I 


(2/m— 2 )s) + 


-A cos ((/M — 2 )X 180”— ( 2 /M- 


4)-) + elC.^] = r’'"-’^J-COS 2/Mjqp 2 /m cos ( 2 /m 2 ) 


A cos {2m - — 4 )s — 


2m ■ 


A cos ( 2 /M — 


6 ) 


/M + 


- A/-^, en désignant par + le signe + 

lorsque m est nn nombre pair, et le signe — lorsque m 
est impair. ^ 

5. U”"-’ (sin z)»-"-' j^= 2 ’"— = (cos ( 9 o°^z))»"— ■ 
^cos ((a/M — 1 ) X 90° — ( 2 /M — i )z)-i-{ 2 m — 1) 
cos (( 2 /M — 3) X 90 °— ( 2 / 71 — 3) z) + A cos 

((2/M— 5)x 90°— (2 mi — 5 )i)+etc.^J— r’^-’^+sin 

(2/M I +(2/71 — 1 ) sin (2/M — 0)z 


A sla 

2 
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2W — 5 


5 


A sin {îm — 5)r — .... — 


217 

7V + I 


m — I 


A sin , en tlësignanl par + le signe + lorsque m est 
impair ; et — lorsque m est pair. 


PROPOSITIONS. 


XXII. tang (te +2) [ce qui est fa- 

cile à déduire des premières définitions de ce liv. XVI] 


sin 5^ cos Z + eus ’C sin s 
cos cos Z — sin sin z 




r sin X .. f cos z 


cos X 


X 


cos z 


r cos ’C r sin 

— ^ X — 

cos !, cos 


- (- 


cos ^ cos z r sin SJ 
cos SJ cos z cos z 


tang 


rsinz\“| tang SJ + t 

coszyj /•’ — tang SJ 

XXIII. 

sin SJ + sin z \_ r 


tang z 

. SJ + z SJ-z _ a 

sin cos ^ — 

2 2 r 


. SJ — z SJ + z 
sin cos : 


. . X + z SJ- 
;r sin cos ■ 


. 

rsin 


SJ+z 

tang “3 tang 


XXIV. tang nz 
Il (cos z)"~' sin z — n 
(sin z)^ + etc.^'^ 


2 

^ ^ 
•2 


“Q COS 


K + : 


sm nz 


( 


cos nz 
n — I 


/•"— ' cos nz 
n — 2 


( cos z )" 


(cos z)" — n- ^ (cosz'/"’ (sinz)’ 


\ / sin z n — i n — 2 /sin z 

+ etc. ) = /• ( n n X — ^ X ( ) 

/ \ cos z 2 3 \ cos z J 

+ elc.) (,_„ï=ix(!îîS-')‘ + etc.)] = 

( 


n tang z — n 


I n — 2 flangz) 


X-^X 


+ n • 
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PRINCIPES MATHIîMymQUES , 


»— W— 5 ^ n — \ ^ (tang zŸ 

3 


4 — 


— etc. ^ ^ I 


(tangr)* , n_a „_5 

~X— + « “l-X — X 

X^ y l^-elc.). 


r 

XXV. Z 


[=/- 


</z+f tang z)’ dz 


r’ + ( tang z)’ 


r’+(taug z)’ 

=/- 


.J. rd cos Z r’ (sin z)*r</ cos Z 

r dz ; (lang z i’ ;•> dz i — : 

s'n Z • / (cos zY siü Z 


/•’ + (tangz)> 


,/ rdsinz rstnzd cos z \ ■^.,jf r^inz \ 

. / y cos Z ^OS Z Y J f \ cos 2 / I 

^ /* + (langz)’ t/ /•’ + (tang z)* J 

r'd lang Z ( lang z)* (langz)® 


=/.- 


+ (u„ij 7 = '‘'" 8 ‘- 

(lang z)^ (lang a)» 

g R etc 

7^8 g, -8 


3 r’ 


5 r 4 


XXVI. u.ga = 


y/ 


■)=(( 

-)■, (aï''- 

Z r= — (y/— 0 P (y/— O r/a = — (/ 


XXVII. 


■O rfe'-''- =_(y/_,) rf”’ " + 

^ * COS Z r 


Digitized by Google 



LITRE XVI. 


aig 


+ [=i 

-y/ — I , COS Z + ( y/ — 1 ) sin g 


(3__(_Z)): 


ri 


cos ( — z) + {y / — i) sîn ( — z) 


)]= 


— y/— « 


rl 


cos Z + (y/— -O si n Z _ — y/— I r+(y/— I) tangz 
cos Z — (y^ — 1 ) sin Z 2 r — (y/ — i) tangz 

XXVIII. Les arcs de deux secteurs équiangles sont 
entre eux comme leurs rayons. 

Soient r , R, les rayons, et z, Z, les arcs. On aura 
_ , / cos z sin z , \ -ai f ^ 1 ^ 

,,z-,rl (, T+ — 

y/ — mais on a aussi r:R::cos z:cos Z, et /•:R::sin z 

. „ , cos Z . sin Z cos z . sin z , 

;sinZj donc 1- \/— * = — 7~ + “7“ V 

— I , et par conséquent ztZitrtR. 

Corol. Les circonférences de deux cercles sont entre 
elles eomme leurs rayons. 


AVERTISSEMENT III. 


Tant que l’on n’avertira pas du contraire , on dési- 
gnera toujours le rayon du cercle par i, et la demi-cir- 
conférence [=i8o°=3, 14*5926 etc.] par 


PROPOSITIONS. 

XXIX. a, b, étant deux nombres quelconques, on 
aura a'> [= ] = cos bla -p 

( y/ — I ) sin bla. 
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XXX. Soient — ———t— le sinus , et — — - — ; — le 

cosinos d’un arc c : on aura (a+i^ — i)"* — 

(v^ <»■ + 


V- 


' — I 


v/(a> + Z-’)y — + (cosc+(y/— i)sin c; 
=(a’ + 6’y (cos mc+(^ — i) sin me). 




XXXI. / (a + A y/ — I ) [ = ^ ((a’+i’)’ (cos c+(^ 

^i)sinc)) = /y(a’ + i*) + /(cosc+(v/— i)sin c) ] 
= 1 ^(a' + è’)+e^—,. 

XXXII. Soit I nn nombre entier et positif : on aura 
^ ^ ^ ® i O \/ ~ i)] ~ /a + ( 2 / — i) i8o* 

\/ — ■ I. ^ 

XXXIII. De'signant par ). le logarithme re’el de a^ 
on aura la = X±(i — i) 56o“y^ — i. 

XXXIV. Désignant par a un nombre entier et positif, 
je dis que les facteurs trinômes de tout polynôme x" — 

a" seront de la forme x’ — aax cos iz+a’. 

n 

Car supposant x" — a" = o, on aura — =r i =: 


d’oii -=è^ 


fflV — « Il — 2 

: 2 cos Æ 


L a X ax J ’ 

*t par conséquent x’ — aax cos-^^ — ^jc + a’=o» 
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XXXV. Les facteurs trinômes de seront de 

- . ' 2/ — I 

la forme x* — 'xax cos îr + a*. 

n 


Supposant x" + = o , on aura ^ = — i == 

2 cos ' « 

a n 

'—■kV-‘ . - — X a“l x’+a’ 

e" +e " =- + - = , 

a X J ax 

2t — I 

et par conséquent x* — aax cos iz + a* = o, 

ScJiol. I. Les facteurs trinômes que l’on trouve par 
cette méthode, sont illusoires; mais ils renferment des 
facteurs binômes réels; car substituant, par exemple, 
1 , 2 , 3 , 4 » au lieu de i, on trouvera pour le polynôme 
X® — a®, les facteurs x’ — 2ax+a’; x’ — -lax cos ^ ■rc + 
a’; x’ — 2flX cos 5 îc + a’; x’ + 20x+x’, dont les deux 
x’ — aax+a’ = o, et x*-|- 2ax + a’=o, ne donnent que 
X — 0=0 , et x+o=o ; d’où il s’ensuit que x® — o®= 
(x — a) (x+o) (x* — 20X cos -J r + o’) ( x’ — lax cos f 
w + £i*) = (x*' — -a’) (x’ — 20X cos j w+a’) (x’ — 2ox 
cos 3 x + o’). 

2. De ce que le nombre i est inbni, on ne doit pas 
conclure que la méthode proposée donne pour le poly- 
nôme x" + a“ plus de facteurs trinômes qu’il n’en faut; 
car en continuant de substituer toujours 1,2, 5 , 5 

etc., au lieu de i, on ne fera que revenir li ceux que 
l’on aura déjà trouvés. Substituant, par exemple 1, 2 , 3 , 
an lieu de i, on trouve pour les facteurs x“ — • 

aox cos x-J-a*; x’ — anx cos | x-ba*; et x+a-, con- 
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tinuant de substituer encore 4, 5, 6, on trouvera x’ — - 
aax cos g s + a’ , x’ — aax cos | tt + a’, et x’ — aax 
cos î:+a’, qui reviennent au même, puisque les arcs 
I X et J îî, ^ IC, et "tu, ont un même cosinus j donc 
la seconde substitution n’a fait que donner les mêmes 
facteurs. Ainsi de suite. 


XXXVI. Soit P un nombre positif, x^ — px—q^ A q* 
non > uV > et — ■ - le cosinus d’un arc dêsisné par 

^ ' Up P O i 

5a: je dis que x = ^ 2 y/ 

Car la prop. XIX de ce livre donne cos 5a [=(cos a)® 
— 5 (cos a) (sin a)* = (cos a)® — 5 (cos a) (i — (cos a)’)] 

3 

= 4 (cos a)® — 5 cos a ; ce qui, en mettant i ^ V ~ 

çt '/ à la place de cos a et de cos 3a, donne q=. 

ip^p 

X® — px. 

Schol. Il faut que ^ q' ne soit pas > afin que 

^'1 ^ ^ ne soit pas > i ; car, sans cette condition, on 

^pVp 

auroit un cosinus ^ ^ plus grand que le rayon i, 
ce qui est impossible. 

XXXVII. Tout secteur de cercle est la moitié' dn 
produit de l’arc qui lui sert de base, multiplie' par le 
rayon. 

Soient ABC le secteur, CD perpendiculaire à AC, BD 
parallèle à AC, r le rayon, et z l’arc AB; on aura ABC 
[ — ABDC — BCD = f cos zd sin z — 4 sin z cos z = 
y cos zd sinz — ^/{cos zd sin z+ sin zd cos z)=f cosz 
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dz sîn z'\ , 


Corol. I. Le cercle sera donc [= j ry^ xr7:'\z=nr*. 

2 . Il suit de ce corollaire, ainsi que de la proposition 
XVIII du liv. XV, que la pyramide conique vaut le 
tiers de sa base multipliée par la hauteur. 

XXXVIII. Désignant par 5 un segment sphérique, en- 
gendré par une révolution complète du segment circu- 
laire compris entre l’arc z, le sinus de z, et le sinus verse 
de Z autour de ce même sinus verse, trouver la valeur 
de s. 

On aura s [= y’it (sin z)’ d sinv z=tc f [ir — sinv z) 
(sinv z) d sinv z — % f {‘xr sinv z — (sinv z)’) d sinv z = 
« (r (sinv z)’ — J (sinv z)^)] sera =tr (sinv z)* (r — | 
»inv z). 

Corol. La sphère sera donc égale à 5t ( 2 /)*(r — f ar) 
= J %r^ = -J X , c’est-à-dire , égale aux deux 

tiers du cylindre, qui auroit le diamètre de la sphère 
pour hauteur, et le cercle de ce diamètre pour hase. 


dz cos z 


/ 


-/( 


COS z 


dz cos z 


(cos z'*+ (.sîn z)* 


dz 




AXIOME. 

La surface plane est plus petite que toute autre sur- 
face appuyée sur le même contour; et la surface qu’au- 
cune droite ne sauroit rencontrer dans trois points, est 
moindre que toute autre surface qui l’enveloppcroit en 
s’appuyant sur le même contour. 

XXXIX. La surface courbe de toute pyramide coni- 
que dont l’axe tombe perpendiculairement sur la base, 
est égale à la moitié du produit de la circonférence de 
la hase multipliée par la droite compiise entre cette 
circonférence et le sommet de la pyramide. 
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On Je'nionlrera sans difficulté, que dans une pyrar 
midc dont la hauteur tombe perpendiculairement sur la 
base, toutes les droites comprises entre le sommet et la 
circonférence de la base sont égales. Soient donc C le 
centre de la basej AB une partie de sa circonférence j 
AC, BD, deux coordonnées perpendiculaires entre elles j 
EF une autre ordonnée ; et supposons que GBH touche 
ja circonférence au point B, et rencontre en G, H, les 
droites CA, FE, prolongées • menant BE et GI paral- 
lèle à BE J et tirant du point L les droites LA , LB, LE, 
LF, LH, on aura Bm EL-J-BEm > BEL, c’est-à-dire, 
BniEL+BEm>iBEX \/ ( BL7 -- i BE</ ) ; et BwEL 
-F BEm < BLII -F ELH -F BEH, c'est-à-dire, BmEL 
+ BEm < i BII X ne -F i EH X fl -F 7 Eli X 
ce que l’on démontrera facilement : on aura donc 


BmEL . . y ÇH 
DF DG 

BGX BI 


y/ ( BL^ — 1 BEf/ ) — 


BEm 

"DF 


et 


< T X 


+ tX ^X FL-FiEH- 


DG ' ’ DG 
Soient AD constante, et DF infinilième: on anra 


DF ■ 
BEm 
DF 


c’est-à-dire, < 7 EH J infinitième, et par 

. BmEIj , GI ..nr . n • -y 
conséquent— jjp— > 7 X X BL — inbniticme : mais 

RmPT RP 

GI=BG — infinitième; donc > 7 X X BL 

. „ . . . biixbl 

— infimtieme , et par conséquent > 7 X — — 

— infinitième , et < 7 X — gp F r X X FL 


DG 


, BEm , , , J. ^ I X, BH X BL 

-F 7 EH gjr , c est-a-dire, < 7 X — îtë; F la- 


DF 
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_ . . , ^ , BmEL 1 BTI X BL 

flmUeme. On aura donc — X — , on 

Db a Db ' 

AEL — ABL I BHxBL ..... 

jjp -X gp; — =inlinilieme, ou = o. 

Soit AD racine de la fluente ABIi, et DF fluxion d’AD: 

■J BII X BL sera la fluxion d’ABL, et par conséquent 
ABL = i BL/BH = i BL X AB. 

Corol. On démontrera, suivant le même style, que 
la surface courbe d’un cylindre, élevée snr la circonfé- 
rence de la base du cône, est égale an produit de la 
circonférence multipliée par la hauteur. 

XL. Soient AC, BD, deux ordonnées perpendieu- • 
lai res sur l'abscisse CD de l’arc de courbe régulière 
AB, concave vers l’abscisse CD: je dis qne axyBD X 
dAB sera la surface qne l’arc AB décriroit en tour- 
nant autour de l’axe immobile CD. 

Soit CF l’abscisse, et EF l’ordonnée de l’arc ABE; 
par le point B menez la tangente GBH comprise entre les 
coordonnées prolongées. Imaginez les surfaces BELPM, 
BtELPM, BIîNQM, décrites par la corde BE, par l’arc 
BtE, et par la tangente BH, dans une révolution en- 
tière du plan BF autour de l’axe GF. On aura B/ELM 
+BMO-fEPL-J-2BE/ > BELM-f BMO-pEPL, c’est-i- 
dire , BÆLM > BELM — uBEt ; et B.ELM -|- BMO + 
EPL-|-2BEi<BHXM + BMO+HQX + 2BHE, c’est-à- 
dire, BiELM < BIIMN-l-EIINP-l-2BHEf. On raison- 
nera de même à l’égard des surfaces situées de l’antre 
côté du plan BP. Soit s la surface décrite par l’arc B/E: 
on aura s > 2BELM — 4BE1 et < 2BHXM -l-aEHXF 
-P 4 BHE»: mais 2BHNM [=z X FHX GH— 7: X BD 
XGB] = ^: (BD-hFH)XBH, 2BELM=:t (BD-f EF) 

i5 
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XBE,et aEIOP = :;(EF+FH)XEHj Jonc^ > 


5t (BD + EF) H et^ <« (BD + FII) , 

■RTT eh 4BIIF,j 

+ % (EF+FII) gp + Supposons CD cons- 


4BEt 


Di’ 


EF 

tant, et DF infinitième. Puisque |jï5= • + infînilic- 
BE 

et jjïj — * — infinitième, ce qui est facile à de- 

ç 

montrer, on aura ^ > ît ( aBD + BD X inGnilième) 

„ . ^ Bir 4 REj • t>T7- . ^ DT’TT 

(i — infinitieme) jjj-; — “Ej est<BEH, 

et par conséquent < 7 DF X (Fil — BD); donc > 

. bdxbii 

jt (2+ inGnitieme) (i^ — infinitiome) X — — 

■ , , s awXBDxBH , 

3 (FH — BD ), c est-a-dirc, gp >- 


DF 


( inGnilième ou o ). On irouveia de même < 

^ ^ lU’'^ ?— +’ (inGnilième ou o); d’où il suit que 

> j.p (inGnilieme ou o), et gp < 

^ + (inGnilième ou o), et par conséquent 

X BD X B H _ Q ou = inGnilième. Sup- 
DF ~ DF ' 

posant donc DF=£lCD, on aura 2?tX BDX BU— 
XBDX^^AB=t/f. 
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Corol, 1. La surface courbe du segment spKe’rique, 

dont il est question dans la prop. XXXVIII de ce livre, 

. . , C — rd cos Z . ’ 

sera=:a 7 t/ sin zdz — tnzi ; sin z = ir.rfd 

•' J sin Z •' 


sinv -î = 27 rr sinv Z. 

2. La surface de la sphère sera donc ce qui 

revient à quatre grands cercles de la sphère, ou à la 
surface courbe du cylindre circonscrit=2;t/’X ar. 


DÉFINITION VIL 

A étant l’origine d’une courbe régulière AB, située 
dans un plan , si l’on donne le nom de pôle à un point 
C, choisi à volonté sur le même plan , on appelle rayon 
vecteur toute droite AC, ou BC, comprise entre le pèle 
cl la courbe proposée ; et l’équation qui es-prime le 
rapport qui existe entre un rayon vecteur quelconque 
BC, et l’angle ACB, se nomme équation polaire de la 
courbe. 


•) 


PROPOSITIONS. . 


XLI. Lorsqu’on suppose l’angle ACB racine, on a 
f BCcy X <^ACB égal à la fluxion de l’aire ABC ; et si 
l’on fait le triangle BCD rectangle en C, et le côté BD 

tangent en B, on aura </BC= ifACB, et dAB=s 


BDXBC 

CD 


iIACB. 


Prenant l’angle BCE, formé par deux rayons vecteurs, 
pour fluxion de la racine ACB, et décrivant du centre C 
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arec le rajnon BC, l’arc de cercle ByG , on aura i :BC:: 

BCE:ByG, et par conséquent ByG=BCdACB; d’où il 

suit que le secteur BGC^j BCf^dACB. Supposant donc 

l’angle ACB constant , et dACB inflnilième , on aura 

BGC . AEC— ABC |BC< 7 </ACB 

— — — constant : mais i .Vp — est 

</ACB uACB i/ACB 

BEC BGC BEG 


dACB ÙACB dACB 


, et BEG est < ByGxEG, 


c’est-à-dire, < EG X BC X dACB ; donc 


AEC — ABC 
dACB 


* X BC, et par conséquent infini- 

uACB 


tième, si l’on suppose ACB constant, et BCE infini- 
tième J car on aura alors BC constant et EG inùni- 
tièmcj donc 7 BC(jrJACB=dABC. 

Tirant les droites BE, BG, et faisant l’angle CDH = 
7BCG, et l’angle HDI==GBE, puisque BC=CG, et 
par conséquent l’angle BGC=CBG, on aura BGC -f- 
7 BCG=j)o° : mais DUC -+- CDH=9o”, parce que DCH 
= 9o”> donc DUC -+• 7 BCG = 90“, et par conséquent 
DI 1 C=:BGC, etDHI=BGE : mais HDI = GBE j donc, 
en prolongeant CB, on aura un triangle DHI semblable 

. , . EG HI „ . 

an triangle BCE, et par conséquent — gjj’ Ba«sou- 


nant comme on l’a fait dans la prop. XIII du lir. XV, 
on démontrera facilement que l’angle ACB constant, et 
BCE indnltièroe , rendent DH = CD-f- inflnilième , III 
= BC+infinitièrae, etB_/G=BG (i -f- inflnilième). On 

, CE— CB BCo EG BC«7 

aura donc-^^^ - eu ~ ~ CD = 

EG EGXBC_ EGxBC BCxHI 

tlACB B/G BG ( 1 -H infinitième) ' DU - 
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-lU- 


, . - . V BCX (BC + infinitième) , 

cü+isffiHsH <■ 

fÏQiticiiie) = + inliDilième j donc dACB = 


dBC, On trouvera de la même manière dAB= — 

X «/ACB. 

Corol. (dBC)> + (BCXdACB)’ |^= (dACB)» 

+BC7 (dACB)*:^ (</ACB)> 

^2£^(.acb,]=C.abV 

XLII. Dans un triangle rectiligne quel corvque, les si- 
nus des angles sont comme les côtes oppose's. 

Dans le triangle ABC coupez BD ég4l au rayon r d’un 
cercle choisi à volonté' pour en mesurer les angles, et 
tirez DE, AF, perpendiculaires à BC. On.a /•;DE::AB 
:AF, rXAF=ABxDE, rXAF = ABX sin ABC^ 
et on trouvera de môme r X AF = AC X sin ACB ; 
donc AB X sin ABC = AC X sin ACB , et.par conséquent 
AB:AC::sin ACB:sin ABC. 

XLIII. Dans tout triajigle rectiligne, la. somme de 
deux côtc's est à leur différence comme la tangente de 
la demi-somme est à la tangente de la demi-différence 
des deux angles opposés à ces mômes côtés. 

Car AB:AC::sin ACBisin ABC, donne AB-f-AC:AB 
— - AC :î sin ACB-f-sin ABC :sin ACB — sin ABC [ce qui 
est facile à démontrer] :: tang { (ACB •+■ ABC):tang 
i( ACB — ABC) [16. a 3 ]: 

Schol. Les côtés AB^ AC, et l’angle compris étanfr 
donnés, on trouvera facilement les deux autres angle» 
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du triangle ; car la demi-somme de ces deux angles 
étant = 90° — 4 BAC , on pourra trouver ~ ( ACB — 
ABC), et par conséquent calculer 7 ( ACB-1- ABC) 

i (ACB— ABC)=ACB, et^ (ACB-f ABC)— A ( ACB— 


ABC) = ABC. 

XLIV. ( cos i ABC )» = 


r' AB -J-BC+ AC 
4 ^ AB ^ 


AB + BC — AC 
BC 

_ AB X cos ABC ^ 

Car BF = [ce qui est facile a demon- 


cos 


trer]= [i3. d’où l’on tire 

ABC= X r, et (c«, J ABC)- [= i 

ABC-t -0 ABC- — O r , 

X 3 cos cos = — (cos ABC-f cos o) 

2 22 

- ^ ABf 7 + 2 ABX BC+BCy — AC 7 _ 

ABXBC ~ 

r' ( AB BC Y — ACq ~\ _ AB4-BC-f AC 


4 ^ AB X AC 
AB-f-BC — AC 
BC 


■J 


= 4 >< 


AB 


X 


DÉFINITIONS. 


VIII. Lorsque deux courbes et deux de leurs tan- 
gentes rectilignes aboutissent à un même point, l’an- 
gle formé par les deux tangentes s’appelle (juantité 
de l’angle , que ces deux courbes forment entre 
elles. 
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IX. Tout triangle Jonl les côtés sont des arcs de cer- 
cles décrits du centre de la sphère, et situes sur sa sur- 
face, s’appelle triangle sphérùjue. 

X- Si un diamètre de la sphère traverse perpendicu-. 
lairement le plan d’un cercle qui passe par le centre de 
la sphère, et se termine à sa surface, les extrémités du 
diamètre sont les pâles de ce cercle. 

PROPOSITIONS, 

XLV. Soit r le rayon de la sphère, ainsi' que du cer- 
cle dont on se sert pour mesurer les angles : je dis que 
dans tout triangle .sphérique les sinus des côtés sont 
comme ceux des angles opposés.. 

Désignant par ABC un triangle sphérique, et par D 
le centre de la sphère, tirez BD, et du sommet A baissez 
AE perpendiculaire sur le plan CBD ; du point E , où 
le plan coupe la droite AE, menez EF perpendiculaire 
h. BD; joignez AF et levez FG perpendiculaire au plan 
CBD. Les droites AE, FG, AF, EF, seront situées dans 
un même plan , vu qu’AE est parallèle à FG : mais BF, 
qui est perpendiculaire à EF et à FG, doit l’ctre aussi 
à AF, et d’ailleurs toute tangente au point B des arcs 
AB , BC , doit y rencontrer perpendiculairement la 
même droite BF ; donc on aura l’angle ABC = AFE. 
Or, AE:AF;:sin AFEtsin AEF ; donc AE:sin AB::sin 
ABC:/"; d’où l’on lire sin AB sin ABC = AEX'‘- On 
trouvera de même sin AC sin ACB=AEX >'} donc sin 
AB sin ABC=sin AC sin ACB. 

Schol. I. Dans le triangle ABC soit BAC un angle droit. 
Prolongeant les côtés AB, BC, AC, vers D, E, F, jus- 
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qu’à ce qu’ils deviennent chacun de 90’, on de'mon- 
trera sans difficulté' que chacun des arcs DC, EC, FC, 
doit (îlre de 90", et que par conse'quent les points D, 
E, F, appartiennent à l’arc DEF d’un grand cercle, 
dont le point C représente le pôle. Ainsi, les arcs BD, 
BE, DE, AF, sont les compléments des arcs AB, BC, 
EF, AC, et par conséquent DE est le complément de 
l’angle ACB, ainsi que l’angle BDE l’est de l’arc AC. 
Cela posé, il est clair qu’à l’aide de la proposition pré- 
cédente, et du triangle BDE [qu’on appelle triangle 
complémentaire ] , on pourra résoudre la question sui- 
vantc: Considérant dans un triangle sphérique rec- 
tangle les trois angles et les trois côtés, et connois- 
sant trois de ces six objets, déterminer l’un des 
trois autres. Mats pour en faciliter les solutions, on 
pourra avoir recours à cet autre théorème : tang AB=sin 
AC tang ACB, dont voici l’investigation, 

La proportion des sinus donne sin DBE sin BDr=r 
sin DE, ou bien sin ABC cos AB=rcosACB: mais 
on a aussi sin ABC sin AB = sin ACB sin ACj d’où 

sin ABC sin AB sin ACB sin AC r sin AB 

Sin ABC cos AB /• cos ACB cos AB ^ ^ 

r sin ACB . , „ , 

cos ACB ~ ’ donc r tang AB;=sin AC tang ACB. 

Lorsqu’un seul triangle complémentaire ne suffit point 
pour obtenir de suite les solutions dont on parle, on a 
recours au second CGII, situé de l’autre côté. Supposons 
par exemple que le côté AB et l’angle ABC étant donnés, 
pn demande le côté BC opposé à l’angle droit BAC. Il 
est visible que les deux théorèmes précédents ne sont 
pas applicables, ni immédiatement au triangle ABC, ni 

I 
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au complementaire BDE ; mais en ayant Pccours à 
CGIl, l’equation r tang AB = sin AC tang ACB don- 
nera r tang CH = sin GH Ung CGH, c’est-i-dire , r cot 
BC=cos ABC cot AB, d’où l cot BC = / cos ABC -|- Z 
cot AB — Ir. Ainsi , tontes les fois que les valeurs du côté 
AB cl de l’angle ABC seront données en degrés, minu- 
tes , etc. , on connoitra celle de BC par le moyen des 
tables vulgaires de sinus, tangentes, etc. 

2. Désignant par A un arc quelconque, on voit que 
sin A=sin ( i8o“ — A), et que tang A =tang — ( i8o“ 
— A)j d’où il suit qu’en pareils cas, on peut ignorer 
souvent lequel de ces arcs A, (i8o° — A), ou — (i8o* 
. — A), satisfait au problème que l’on a en vue de ré- 
soudre. Les propositions suivantes, qui ne sont pas 
bien difficiles às démontrer, aideront dans plusieurs cir- 
constances à les distinguer. I. Dans tout triangle sphé- 
rique, le plus grand angle est opposé au plus grand côté, 
et le plus grand côté est opposé an plus grand angle. 
II. La somme des angles est > «8o“, et < 5 X i8o°5 et 
la somme des côtés est < 5 Go°. III. Dans tout triangle 
sphérique rectangle, chaque côté de l’angle droit esl> 
go°, ou < 90°, ou=9o°, selon que l’angle opposé à ce 
côté est >90”, ou < 90", ou =90°. IV. Le côté opposé 
à l’angle droit est <90“, lorsque les deux autres sont 
de la même espèce, c’est-à-dire, lorsqu’ils sont tous 
deux plus grands on tous deux plus petits que 90° j le 
côté opposé à l’angle droit est > 90°, toutes les fois que 
les deux autres sont de différente espèce, c’est-à-dire^ 
l’un plus grand et l’autre plus petit que 90°. V. Les 
côtés de l’angle droit seront de différente espèce, si le 
côte opposé à l’angle droit est > 90“ j et si ce côté est 
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< go”, les deux autres seront de la même espèce, c’est- 
à-dire, tous deux plus grands ou tous deux plus petits 
que 90°. VI. Chaque cùtê de. l'angle droit, et l’angle 
adjacent à ce cèté, seront de la même on de differente 
espèce, selon que le côte' opposé à l’angle droit sera 
plus petit ou plus grand que 90". 

XLVI. Si deux triangles sphériques sont placés de 
telle manière que les sommets des angles du premier 
soient les pôles des côtés du second, je dis que les som- 
mets des angles du second seront les pôles des côtés du 
premier, et que chaque côté sera le supplément de l’an- 
gle où il a son pôle. 

Soient A, B, C, les pôles de DE, EF, DF. Si on 
prolonge AB, AC, jusqu’aux points G, H de DE, on 
aura AG = 9o”, AH =90°, et par conséquent E sera le 
pôle d’AB. On trouvera de même D, F, pôles d’AC et 
BC; et puisque DH = 9o°, et GE=9o°, on aura DE-+- 
GIl [= DH -I- IIE + GH = DH -f GE ] = 1 80” : mais GH 
=BAC; donc DE-+-BAC= 180°. Si on prolonge B A 
jusqu’au point I, on aura Bl^qo", AG=9o“, et par 
conséquent AB-f-GI [=AG — -BG-|-G 1 =AG-|-BI] 
iSo". Etc. 

Schol. Ces triangles s’appellent supplémentaires entre 
eux. 

XLVII. Dans tout triangle sphérique ABC, on a 
r’ cos BC =r cos AB cos AC -|- sin AB sin AC cos BAC. 

Menant du point C l’arc ÇL perpendiculaire sur le 
côté AB prolongé, s’il est nécessaire, on aura dans les 
triangles rectangles qui en résultent, cos AL cos CL=r 
cos AC, et cos BL cos CL=r cos BC, et par conséquent 
cos BC cos AL = cos AC cos BLt donc cos BC = 
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COS AC cos BL cos AC cos (AB — AL) cos AC 

cos Ali cos AL r cos AL 

(cos AB cos AL+sin AB sin AL), ce qui donne r’ cos 

r cos AC sin AB sin AL 

BC = r cos AC cos AB H : mais 

cos AL 

dans le triangle rectangle, on a r lang AL = cos BAC 

rsinAL sin AC cos BAC 
tans AC, c est-a-d.re , ; 

donc r’ cos BC = rcos AB cos AC + sin AB sin AC 
cos BAC. 


XLVIII. cos BAC [=— 7’ cos DE — — cos DF 
cos EF — sin DF sin EF cos DFE] =sin ACB sin ABC 
cosBC ■ — r cos ACB cos ABC. 


XLIX. tangBC = 


r' sin AB 

cotBACsin ABC+cos ABcos ABC 


On a /•* cos BC = r cos AB cos AC + sin AB sin AC cos 


BAC, et par conséquent r’ cos AC = 7- cos AB cos BC-f- 
sin AB sin BC cos ABC. Multipliant la première équa- 
tion par r, et substituant la râleur de f ’ cos AC, il vien- 
dra cos BC = r (cos AB)’ cos BC + cos AB sin AB 
sin BC cos ABC + r sin AB sin AC cos BAC, et par con- 
séquent r' cos BC — ;• (cos AB)’ cos BC = r (sin AB)’ 
cos BC = cos AB sin AB sin BC cos ABC -j- r sin AB sin 


cos AB sin BC cos ABC , 

AC cos BAC, et rsinAB = 1- 

cos BC 


r sin AC cos BAC 
cos BC 


. . sin BC sin ABC 

mais sin AL= : — „ . 7; , 

sin BAC 


parce que sin AC:sin BC::sln ABC'.sin BAC j donc, 
substituant la valeur de sin AC, et multipliant par r, 
il viendra 7 ’ sin AB = tang BC cos AB cos ABC-f tang 
BC col BAC sin ABC. 
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L, cot BAC sinAB— t ans BC cos A B cos ABC 


cot BC sin AB 


tang BC sin ABC 
cos AB cot ABC 




sin ABC 


LI. rn».lnAr^.- ^•*=»"KAB+AC+B C)cosl(AB+AC-BCI 

sin A B sin AC 

cosT(AB+AC+BC)cos(j(AB+AC+BC) — BC ^ 

sin AB sin AC ~ ' 

Car la proposition XLVII donne cos BAC = 

r’ cos BC — r cos AB cos AC 

^ AB sin AC ' P**' ‘'«“séquent cos BAC 


+ r: 


. cos BC — r cos AB cos AC + r sin AB sin AC 
sin AB sin AC ~~ 

r’cosBC — r’ cos (AB’+AC) 
sin AB sin AC 

2r^cos^(AB+A C + BCl cos i ( AB + AC — BC) 
sin AB sin AC 


: mais 


_ BAC+o _ BAC- 
- cos X. cos 


(cos 7 BAC)* 

2 ■ ' 2 
BAC + ^); donc (cos jBAC)*=: 

r* cos K AB 4- AC + BC) cos 4 (AB + AC BC) 

sin AB sin AC 


- = — (cos 
2 


Schol. Pour résoudre les antres cas, on tirera l’are 
CL perpendiculaire sur AB, ce qui réduira le triangle 
proposé à la somme de deux triangles rectangles, lors^. 
que les angles ojiposés à la perpendiculaire seront tous 
deux aigus ou tons deux obtus j ou à leur différence, 
lorsque l’un de ces angles sera aigu et l’autre obtus; 
car les angles CAL, CBL, opposés au même c6tc de 
1 angle droit, doivent être alors tous deux obtus ou tous 
deux aigus, selon ce qui a été dit schol. 2 , prop. XLV, 
liv. XVI. Les t.nbles Irigonométriques les plus ordinaires 
offrent des règles qui abrègent beaucoup ces calculs. 
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LII. La surface de tout triangle splie’rique ABC est à 
celle de la sphère comme ABC + ACB + BAC — 180* 
est à 2X36 o°. 

Prolongez les c6te's jusqu’à ce qu’ils se rencontrent 
en D, E, F, en devenant des cercles complets. Par les 
points C, F, menez un autre cercle CGFII, qui ren- 
contre ABD en G; sur la surface de la sphère et dans 
des plans perpendiculaires à l’axe CF, décrivez les arcs 
AA, Et. Les centres de ces deux arcs seront situés dans 
l’axe CF, et on démontrera facilement que l'extrémité 
du sinus verse de FA sera le centre d’AA, et que l’extré- 
mité du sinus verse de CE sera celui de l’arc Et'. On 
démontrera également que la surface décrite par l’arc 
GE dans une révolution entière autour de l’axe CF, 
est à la surface CEt comme 50o° sont à l’angle ECG. 
Nommant donc l’angle DCE, x et ECG, dx, on aura 
56o°X sinv CE:CEi:: 56o°:t/ar , ou CEt = (sinv CE) dx; 
d’où il suit que la surface que l’arc CG décriroit autour de 
l’axe CF , le point i décrivant l’arc t'E, sera pareillement 
égal à sinv CG'X.dx: or, la surfaee EGI est plus petite 
que la différence entre ces deux surfaces, c’est-à-dire. 


< ( sinv CG en siuv CE ) dx ■ donc 


EGt 

dx 


< sinv 


CG en sinv CE : mais x constant et dx inlinitième 
rendent sinv CG en sinv CE inlinitième ; on aura 


donc alors 


CDG— CDE 


dx 


CEt. 


_ .9^1 F— 

dx [_ 


EGt ~ 

dx 


= infini- 


tième, sinv CE] constant, et par conséquent 


CEI fluxion de la surface CDE. On démontrera de 
même que F AH = fluxion d’ ABF : mais les surfaces 
CEt, FAA, sont égales, ce qui est facile à démontrer^ 
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donc les triangles CDE^ FAB, sont égaux. Nommons 
l’angle BAC, a -, l’angle ABC, b -, l’angle ACB, c; et la 
surface de la splière, S. On aura surface CAFBC :S;:c: 

36o“, et CAFBC = X S: mais le triangle CDE=: 

' oOo 


ABF: donc ABC+CDE= ;r-— X S. Et puisqu’on a 

’ ODO° 


aussi ABC + ACD [=BADCB] 


56o' 


XS, et ABC+ 


BCE=^ X S: donc 5ABC+BCE+ACD+CDE = 
060° 


"F h “F c 
5üo" 


XS: mais ABC + ECB + ACD + CDE=iS; 


donc aABC + j S = ^ X S, el par consér^uent 

ABC= XS. 

aX ^t>o° 
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LIVRE XVII. 


PROPOSITIONS. 

y 

I. Etant donnes l’arc AB et le point A d’nne sec- 
tion conique, mener une tangente par le point A. 

Ayant trouvé le sommet C, et la position d’un dia- 
mètre quelconque CD, on mènera l’ordonne’e AD pa- 
rallèle ans. cordes que ce diamètre doit diviser en parties 
égalés; et désignant AD par j', et CD par x, on trouvera 
les coefficients A et B, qui rendent_;>'’ = Aar-fBj:’. Soit 
AE la tangenic, et E le point où elle rencontre le dia- 
mètre CD prolongé. On aura DE:j'::</x:r/y [i5. 

(fjC 

et DE=^ : mais l’équation donne ydjr=Adx 

2 y* 

uBxdXj et par conséquent^ = donc DE = 

2^"’ A-t-Bj? 


2r’ A-t-Bj? 

•' . __J_ V 2 T- 

A-t-2Bx “ A-P2B.I- ^ 

Corol. I. SI la courbe est une parabole, on aura B =o, 
et DE = 2 ar. 

2 . Sicile est une ellipse, et F le centre, on aura, en 
désignant par f le demi-diamètre CF, et par g l’autre 

demi-diamètre conjugué; A=-^; B = — et D£=3 

r JJ 

üf — X 
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5 . SI le sommet du demi-diamètre g éloit le point do 

contact, on auroitDE=' — , expression absurde qui no 

désigne autre chose sinon que la tangente menée par ce 
sommet ne sauroit rencontrer l’abscisse : donc toute 
tangente menée par le sommet d’un diamètre, est paral- 
lèle à l’autre diamètre conjugué. 

4. Si l’on suppose x >/, la valeur de DE deviendra 
négative, c’est-à-dire, que l’abscisse et la sous-tangente 
seront alors en sens contraire. 

5- +/-*=7^b] = w- 

II. Dans l’ellipse, la somme des carrés de deux dia- 
mètres conjugés, est toujours égale à la somme des 
carrés de deux autres diamètres quelconques conjugués. 

Soient AB, AC, deux demi-diamètres conjugesj AD 
un demi-axe; BE, CF, perpendiculaires à AD; BG, 
parallèle à AC; AD = a; l’autre dcmi-axe=è; et AE 
= x. On aura BG tangente, comme étant parallèle k 

AC, AG= —, EG= — — x= — 

X X X 


EG 


a' 


- 

: mais les trian- 


(a>— X’), et par conséquent 

gles semblables donnent BE<7:EG(/::CF^ lAFy, et par 
conséquent AF^ = XCF7= XEGxCFy 

= — XEGXCF^: mais on a CF^= («’ — AF<jr) ; 

donc AF, = ^ X AF,, AF, = 

- , et par coa- 


-x’,etCF, = — (a* — a>-t-x>)=. 
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sëqnent ABq+ACq = AEy + BEi^ + A Fijr + CF q = x' + 

— (a* — x’) + a* — X* + — — = donc, etc. 

a’ n 

III. Deux parallélogrammes circonscrits à l'ellipse 

«ont e'gaux, toutes les fois que leurs côtés touchent la 

courbe aux extrémités de deux diamètres conjugués. 

Achevei le parallélogramme AG, et menez CFI per^ 

pendiculaire à AB. CG sera aussi une tangente ; et puis- 

quesin BAE= 7-5-, cos BAE = sinCAF=-— , 
^ AB AB' AC’ 

et cos CAF= on aura sin BAC = ^ X + 
d’où CH [=ACXsin BAC] = 

Ad ALi 


BExAF+AExCF 

AB 


, et par conséquent le parallélo- 


gramme AG = CH X AB = BE X AF + AE X CF = 

y/ (a* — («’ — ^’) = obi mais AG 

est le quart de l’un des parallélogrammes en question; 
donc, etc. 

IV. Soit djr = dxy/ l’équation d’une courbe 

dont les coordonnées x , y , sont perpendiculaires entre 
elles : on demande la sous-tangente. 

La sous-tangente sera à y comme </xestà dy, comme 
y/x est à y / (ar — x) , comme x est à y/' (arx — xx), 
c’est-à-dire, comme l’abscisse x est au sinus d’un arc 
circulaire, dont le sinus verse est x, etle rayon r. 

2/* — X 

i^chol. L’ordonnée y sera dx y/ =* 


t6 
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O/* . 77 

dx^ f — ^ — — dx. Soit Z le plus 

J s/ [^xrx—x') ^ 


petit arc positif dont le sinus verse est x : on aura y = 
■ coss , , f' — rdcoiz , f ' — cos zc? cos s 


/’'+°"idx=+ + r. 

J +sinz —J sin Z —J 

dz 


sin Z 


i Z dz 


-^fdz-Vf — coszX — ^-'^fdz-V 

■= dz +y d sin z. Soit i un nombre entier quelcon- 
que : on aura J' = + ( i’ (2t — 2) x/'+z) i sin z = + 
( +’ (2t — 2) itr+ z + sin z) -, d’où il suit qu’à chaque 
abscisse x, on sinusv z, correspond un nombre infini 
d’ordonnees de l’un et de l’autre côté de l’axe. La sons- 
ydx 


tangente étant : 




4- fdz ■¥ fd sin z , . 

. - T - ^ÿ • X d sinv z Ç. 

+ dz + d sin z 


fdz+ fdf,\n z — d cos z 

—, : d sinvz = — —J—. ndz+d sia z) 

dz+dsinz dz+dsinz'^ 


— dz sin z 
r 


sin z 


dz-\ dz cos z 

r 


■f{dz + d sia z) = ~^^ J (,d: 


SI n V z 

4 -elsin z) = — : (+’(2j — 2)îrr+z-f-sinz'),ils’en- 

sin z 

suit que la sous-tangente tombera tantôt du môme côté 
que l’abscisse, ou siniu verse de z, tantôt du côté opposé. 
Cette courbe est nommée la cycloïde de Huiguens, 

Y. L’équation d’une courbe algébrique étant donnée, 
trouver scs points multiples , c’est-à-dlrc , les points où. 
elle se croise ; et mener des tangentes par ces points. 

Désignons par A,B,C,D,etc., des expressions telles 
que + 9x[y+ ixy’-f^ 

etc. , par x,y , les coordonnées de la courbe, et 
par A=o,son équation : on aura </A = =0, 
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Il est clair que si la courbe n’a que deux brandies qui 

se croisent, les coordonnées de l’une eoïncideront aveç 

celles de l’autre , lorsque ces coordonnées seront ccnséci j 

correspondre au point commun d’intersection , et qii e 

l’équation A = o aura alors deux racines égales, sc«it 

que l’on prenne x ou j- pour nombre principal. Or» 

aura donc B = o et C = o, ce qui est facile à conclure du 

corollaire de la proposition Xlduliv. X; et les trois équa» 

lions A = o, B=o, C=o, détermineront les coordon- 

nées qui correspondent à ce point commun. Soit rl’ab's- 

cisse, et s l’ordonnée qui y répondent. Tout comme 1 ’ on. 

a conclu au corollaire de la proposition XI du liv. X, 

que deux racines égales dans l’équation Fx=o dor ment 

drx 1 . . . 

-J— =0, on prouvera de meme que trois racine.'', égales 


donnent 


d^Fx 

dx' 


= 0; que quatre donnent 


ainsi de suite j et que si trois portions de la courbe se 
croisent, il y aura trois valeurs de x égales à r, et au- 

tant de valeurs de égales à î, qui’rendront — = o 

ax“ ’ ■’ 


'd>A 


et =oj que si quatre portions de la courbe se croi- 

seqlf, il y aura quatre valeurs de x égales h r, et au- 

il _ ‘d^A 

tant de valeurs de_y égales à s, qui rendront ^7 = 0, 

‘d^A 

ainsi de suite. Cela posé, s’il n’y a que 

deux arcs qui se croisent, le rapport entre dx el dj qui 
détermine la position des tangentes, doit se trouver 

dans l’équation d'A = d Ç dx + dj-^ — ■ 
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d(^cix+Cdy)z=j^dMx+'Bd^x+dCdj-\-Cdyz=zdRdx+ 
dCjdr^^dx^ + ¥dxdj+Gdj' = o -, s’il y en a trois qui 
se croisent, le rapport de dx a. djr , doit se trouver dans 
l’cqua lion d^A—d{ + F dxdj + Gdj-'^ ) = dEdx ' + 

^Edxd^x + dFdxdj- + Fd'xdj- + Fdxd^j- + dGdjr^ + 
2Gdjd'j :=Tidx^ + ldx'dj- + hdxdj^ + Mdj-^, ainsi de 
suite; et il est bon d’observer que ces équations sont 
les mômes que l’on auroit trouvées, si l’on prenoit les 
fluxions en regardant dx et dj comme indépendants 
■de .r et 

■OC 

Exemples. Soit^=i +(x — a) — l’équation de la 


•coutlie proposée. On aura aj-’ — aqfi+ai’ — x^ + anx* 

« à*x = o , dont la fluxion est ^aj--djr — labdjr — 

'ox'dx-F^oxdx — a^dxz=z-ia{y — b)dy+ ( — '5x''-\■l^ax 
, — a^)âx=x>i mais ^a{jr — ^) = o, et — 3x’ + 4aa^ — a* 
3 = 0 , donnent j"=i , et x=a, des valeurs qui satis- 
font h réquation af' — layb 4- ai*— -b aax* — a*x 
=o; donc l’abscisse a correspond à un point multiple. 
Prenant la seconde fluxion, comme si dx et djr étoient 
înd-épendants de x ei y , on trouve lady'^ — GLrrfx’-b 
■JJaÆr*=o, on, en substituant a au lieu de x, aady ^ — • 
aadx'=Oj et par conséquent dx=dy; d’où il suit que 
l’ordonnée est égale à la sous-tangente, {j 

Soitj"^ — a:y^* -b ix^ = O l’équation. On aura /^y^dy 
— VLOXydy — ay^dx »b 'bbx‘'dx = a ( a;-’ — axy') dy — 
(aj-* — 5ix*) <fx=o. Les équations aj^ — aa;7=o, 
«t aj-’ 3ix*=o, donnent indifféremment entre elles 

les valeurs x = o, et^-=oj ou bien x=^, et y— s/ 


r% A 


: mais les premières valeurs 


¥ 


« 
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cordent arec l’équation — axj' + hx^ = o , tandis 
**que les dernières ne sauroient y satisfaire; donc il y a 
dans la courbe un point multiple qui correspond h l’abs* 
cisse O. Prenant les fluxions sans faire dépendre dx de x 
ni rfy de^, on trouve rf’ — axj-^+bx^)= ly.y^dj-* 

— 2axdjr* — ^aj-dxdj-+ 6 bxdx^ = O X <(y* — o X dxdj- 
+ oy(dx*, équation qui ne détermine rien : mais rf*(j^ 

— axj-' + bx^) = 'il\ydj-^ — Gadxdj-' + 6 bdx^ — ^ > 

donne dx=o ou rf!r= + rfyy/ Ainsi, la première 


râleur rfxmo indique une tangente parallèle aux or- 
données. 

YI. L’équatji^ d’une courbe étant proposée, trourer 
ses asymptotes rectilignes. 


Soient x l’abscisse, et j- l’ordonnée. La supposition 
de x’ infini, indiquera, moyennant l’expression 
Ydx 

X, le point où l’abscisse, prolongée à volonté, 

ajr 

coupe l’asymptote , et donnera en même temps la valeur 
dy • 

de la tangente de l’angle compris entre ces deux 


droites. 

Soit par exemple l’équation o = 2ai’x-fA*x’ — a'y*, 
à l’hyperbole : on aura o=aai’rfx+2i’xrfx — là'jdjr. 


et 


J, . •. Xdx 

, i ; d ou U suit que — ; — 

dj oi’ + A’x ^ rfy a+x 

sera la portion de la base comprise entre la tangente et 

l’origine des abscisses. Supposons x’-j-j'* infini ,et que 

par conséquent la distance de l’origine des abscisses an 

point de contact augmente à l’infini : on aura x infini , et 


rfx a^'jr 


■ X : 


ax 
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— - — a — = infini tième •, donc la 


246 
ax 

a + X x~i- a 
différence entre a et 


x+a 
ax 
a+ar 


diminnera à l'infini^ et la 


l’in. 


position de la tangente approchera sans limite de celle 
de l’asymptote. On voit donc déjà par quel point de 
la hase on doit mener l’asymptote. Reste donc à dé- 
terminer l’angle quelle doit faire avec la base. La 

tangente de cet angle sera —, comme 1 expression ^ = 

ah^ + h'x ( fl-f i y x+a 

a’y aby/{lax+x') a y/ {x^ + '2t 

diqne , puisque cette expression se réduit à — lorsqu’on 

y suppose JT infini. ^ 

Soit X l’angle qui détermine la position du rayon 

v'^dx 

vecteur v, et supposons v infini : l’expression de 

la sons-tangente indiquera la position de l’asymptote. 
Exemples. Soit i’a:=fl. On aura vdx — — xdv , et 

— vx = — a; mais v infini rend x infinitième j 


v'dx 

dv 


donc , si du pôle de la courbe on mène sur le côté fixe 
de l’angle ar, une perpendiculaire égale à a , la droite 
parallèle à ce côté, tirée par l’extrémité de la perpendi- 
culaire a, sera l’asymptote de la courbe dont il s’agit. 
Celte courbe s’appelle spirale hyperholique. 

„ v'dx 

Soit 27i:w=a:, On aura =2ici>*, expression que 

V infini rend infinie. Cette courbe que l’on nomme spi- 
raie d’Archimède, ne sauroit donc avoir des asymptotes. 

VII. Supposons^ fonction de x, dx indépendant de 
X, dy—^, dy=zC, etc. 


O 
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Que dx dépende on non de x, la valeur de — sera 

dx 

tonjours la même [i5. déf. 4 ] : donc chacune de ces ei- 
piMsio.. (£ d (£d g)), 

ainsi de suite, aura toujours la même valeur: mais dx 


indépendant de x rend d d ( -]- d^ \=: 

dx dx \ dx dx J 

^ (i Ê))= é’ 

quel que soit dx, dépendant ou indépendant de x, 

on aura toujours A=dxd^ , ’R=dx'^d ( -^ d 

' dx \ dx dx J 

c=,y<; ( A , , g)), D = 


DÉFINITION. 


Lorsqu’un cercle touche une courbe quelconque de 
telle manière qu’aucun autre arc de cercle ne puisse 
passer par le point de contact entre la courbe et le 
cercle , on dit que dans ce point la courbure de la 
courbe est égale à celle du cercle, et que le rayon et le 
• centre du cercle en sont le rayon et le centre de cour- 
bure; et la ligne qui est le lieu de ce centre s’appelle 
développée. ^ 

PROPOSITIONS. ” 

VIII. Soient Z une courbe régulière, et x, y, deux 
coordonnées faisant entre elles un angle droit: je dis 

A 


»* 


Digitized by Google 



a48 principes mathématiqües , 

que le rayon de couiLure sera perpendiculaire à la ligne 

3 

(<7.r* + rfr’ )’ 


Z, et = 


dx 


Supposons AB=ar, BC=_y, dx indépendant de ar, 

J-3 

CD= et perpendiculaire à la courbe z, DE le 

— dxd*y 

■ <3 

lieu du point D, et acbevons les triangles rectangles 
CDF, DGH. On aura dz^=dx'+dj'; dz:dx::CD:CF j 

dydz' 

'' -—dx-æy 


dz' 


CF= J — J et on trouvera de même DF= 

— li’” 


y 


dydz' 


d’ou par conséquent AG=xH 'dxd^'’ — X 


dz' , , , _ J dz' 

; — : donc dAG — dx — 

d'y' dx 


idydzd'z djrd}ydz' 


dxd'y dxd'y 


dy' idydzd'z dyd\rdz' ^ / C.'; 

dx dxd'y dxd'y' dx \ ^ 


ad; 
d'y 


dxd'y ' dxd'y 
^ et dDG= — dy — 

y d'y' J . 

dx f , adzd'z d^ydz'\ 

/ adzd'z d^ydz' \ 

V d'y ^ d'y' J- 

w dyd'y 


adzd'z d^ydz' 

— T 


d'y 
donc dDE = 


d'y' 
dz 
dx 


d'y 

dzd'z 


J d'y 

'Sdz'd'z 


'' ^idx'+dy') 
d}ydz^ _ dz^ 


^ ■ donc dDE = — ", 
d'y l dxd'y 

. . Il n’y a donc entre CD et DE 

dxd'y' — dxd'y ' 

aucune différence qui dépende de x. Les valeurs que 
l’on vient de trouver pour dAG et dDG, donnent dAG 
;dDG:;dj':darj mais il est aussi GH :DG::d^: dx; donc 
GH : DG:: dAG : dDG 3 d’où il s’ensuit que l’arc DE tou- 
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che en D la droite CD. Supposons maintenant que le 
point D soit situe dans un arc IDL qu’aucune droite ne 
puisse rencontrer en trois points. Menons IM perpendi- 
culaire à la courbe CM. Ces deux lignes se toucheront 
en I [dém.]; et prolongeant IM jusqu’à la rencontre de 
CD eh N, on aura CD=DIM [dém.] ; donc CD > DM 
[ i5. axiom. ] et < DN+NM [ i5. axiom.], et par con- 
séquent MN > CN ; donc le point M [ainsi que tout 
autre point de l’arc CM] sera situé dans l’intérieur du 
cercle que l’on décrira du centre D avec le rayon CD, 
et en dehors de celui que l’on décrîroit du centre N 
avec le rayon CN. Je dis la même chose de tout autre 
point de la droite DN. Menant LO perpendiculaire à la 
courbe MCO, tirant DO, et prolongeant CD jusqu’à la 
rencontre de LO en P, on aura CDL = LO, et <DO-f- 
DLj d’où l’on tire CP+PL > LO , et par conséquent 
CP > PO. Donc le point O, ainsi que tout autre point 
de l’arc CO, doit se trouver en dehors du cercle que l’on 
décrira du centre D avec la rayon DC, et en dedans de 
celui que l’on décriroit du centre P avec le rayon CP. 
Je dis la même chose de tout autre centre pris sur la 
droite DP. Or, il seroit inutile de considérer des cercles 
dont les centres scroient hors de la droite JîPj donc il 
n’y a point de cercle qui puisse passer par le point C, 
entre la courbe MCO et le cercle décrit du centre D 

dz^ 

avec le rayon CD; donc CD, et par conséquent — ^ ^ ~ 

sera le rayon de courbure relatif au point C, lorsque dx 
ne dépend pas de x. Cela posé, que dx dépende ou non 

dz^ 

de Xj ou aura toujours CD= j- 

^dx^d'P 

. dx 
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Corol. I- Tout rayon de courbure touche la de've- 
loppe'e au centre de courbure. 

a. La différence entre le rayon de courbure cl la dé- 
Teloppée est nulle ou indépendante de l'abscisse. 

IX. Soient AB un arc de courbe régulière, G le pôle, 
BC un rayon vecteur, DCE une droite donnée de posi- 
tion, et désignons AB par z, BC par v , et l’angle BCD 
par U ; je dis que le rayon de courbure, correspondant au 

point B, sera=ifz^ ■« Çdiidz'‘ — v^du'd 

Menant BE perpendiculaire à DCE, et désignant CE 
par X, BE par j-, et le rayon de courbure au point B 

par R , on aura R. = dz^ "'s ^ — dx'^d^- ^ = dz^ {djd'x 

— dxd'y) : mais x=v cos u et y=v sin u; donc dx 

cos u-\-vd cos u-=dv cos u — vdu sin u, dy=dv 
sin u-\-vd sin u = dv sin u-\-vdu cos «, dyxzzz-d^v cos u 

— idvdu sin u — vd‘‘u sin u+vdu'^ cos «, et d’'j—d*v 
sin u + 2.dvdu cos u +vd‘u cos n- — vdu' sin u, et par 
conséquent dz' \=dx‘'+djr'''\-z=:dv* + v''du‘ , et dyd*x 

— dxd'’j”=.^dv'‘du -\-vdvd'u — vdud'v v^did ; donc 
d^ ( djrd'x — dxd'j-) z=^dz^ "y {v'du^ ’idv'du 

vdvd'u — vdud‘'v)—dz^ ■« ^dudz' — v'du'd-^^'^ — K. 

Schol. Les géomètres savent par expérience que toute 
variable dont les valeurs sont susceptibles de différence^ 
infinitièmes , devient o, ou — , lorsqu’elle passe*de posi- 
tive à négative. Cela posé, il est visible que tout point 
d’une courbe régulière, qui en sépare deux concavités 
opposées, doit avoir o ou — pour rayon de courbure j ce 

qui veut dire en d’autres termes, que les points de celte 
espèce ne sauroient avoir des rayons de courbure. 


Digitized by Google 



LIVRE TVin. 


aSi 


livre XVIII. 


• • PROPOSITIONS. 

I. Écrivant Râla place de <i + bx", on anra / x”'^r’dx 

^„+.-„Rp+. ^ a^rn + i—n) 
b[m+t+np) b(^m+ i +np) 


^ X'^+'RP+' _ Hm+^+np+ n) 
a{m + 1 ) a (m+ 1 ) 

y x"'^~'dx 


III. 


a-m+.Rp 


anp 


'm+t+np m+i+np- 

IV. = . m+i+np+ n . 

aw(^+i) fl«(/>+i) 


V. = 


'*+'RP bnp 


_ ""^_yx'"+"Rp- 'dx 


VI. = 


m+i m+\ 
ar'"+'—"Re m+i 


- fx” — "RP + ' <^ar. 


bn{p+i) bn{p+i)~ 

VII. Désignant par P... M... D [=ya:"RP</j^] nne 
série dont P représente le premier terme, M l’un des 
termes moyens, et D le dernier; par t le nombre de ter- 
mes qui précèdent chaque terme M, et par A le coeffi- 
cient de tout terme précédent: je dis que si 1 on conti- 
nue , suivant toujours le style des propositions précé- 
dentes, à résoudre en deus. termes chaque fluenle in- 
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diquée, on aura f x'^KPdx = 'P M 

+ — Afl(m+i — tn) 


VIII. 


-\-np) b{rn-\- \ -\-np — tn) 

.... — Aa{m+\ — tn)fx”-''‘l^Pdx 
x"+'Rp+' —Ah {m + I + np tn) 
a{m+ I +tn 


I — n • 


IX. = 


a{m+ i) 

.... — A i ( m 4 - 1 +/ 1 /J +rn ) / x"'+‘"Rfdx 
x"'+'R>> Aan(p + i — t) 

^7 — ; x^+’Rf-^ 

m+i-f-np • , 


x'"+ ' + ‘"Rp+ » 


m-t-i +np 

.... Aan {p+i — t) fx"'RjP-'^dx 
X. =-r+'R^+-... ^{m+i+np+tn) 

«n(/' + 0 m+i+np f 

-A(^m+i+np+tn)f x"'B.P-+*dx 


XI. 


jt^ + 'Rp — Abn{p+i 


-t) 


jjrn-f- iq-jnRp—t 


wj+i " m+i+tn 

-Abn(,p + i — t)f x^+^^Rp-^dx 


VIT + ' —A(m + i—tn) , 

, — r~-’" — r-, — ; : — ^a:».+ i->i-«nRp+. + « 


bn{p+i) ■■■ hn(p+t+t) 

— — A (m 4 - 1 — in) fx”' - ‘"Rp-hdx. 


Exemples, i. La prop. VII donne/x®(i — x') 

x'r— ^/(i— ar>)“W 

La fluente y ( I — x’) ‘‘dx est égale à un arc circu- 
laire dont X représente le sinus. 


2 . Par la même proposition, on anrayy’(i4“4.7'’) 

= ïTs)(»+4jr’r. 

( 

3. La proposition VIII donne /x~^{i — x’) • dx 

I 

= ( — fx-’4-far-‘)(i— X*)*. 
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, 4- La proposition XII donneyz’ ( I — 

(i — z) — ’ — l'Z’C* — •*)“■ ' + 5./' •^(‘ — z)~'dx-, mais parla 
prop. on a f t ( i — z)~ 'dz= — z+ /(, i — z)~ ’dz; 

et /{i ■ — z)—'dz est = — / ^ = — I (i — z)[i5.8]; 

donc f z’ (i — z)~^dz = ^z’(i — -z)"*' — 

— 5z — ?d{ I 5 — «). Si l’on avoit poussé la réduction au- 
delà du second ternie , toujours par la voie de la propo- 
sition Xll, on auroit trouvé des expressions absurdes. 
5. La proposit. XII donne fx^ {a^+x‘‘)~^dx= — 

5 5 ’î 

(a’-J-x’)~^ — x^(a’-I-x’)~*- — ^ x(a’-fx’)~* 


i5 I r I • 

-1 — f {a^+x^)-'dx : maisy(a’-l-x“)-'i/x I = — 

Z'/ x’N— 

/ ( * ) — I représente 


I un arc circulaire z dont 


— est la tangente [i 6. a5]; doncyx®(a’-px’) — ^ii/x= 

— lx®(a’-l-x*)-’ — (a’+x’)-’ — -^x(a’-fx’)-' 


XIII. Désignant par a un nombre non moindre que 
chacun des coefficients négatifs d’une équation quel- 
conque, du genre de celles dont on s’est occupé dans le 
liv. X, je dis que toute racine positive de celle équa- 
tion sera <a-p i . 

Posons le cas le moins favorable, et soit x™ — ax*~> 
■ — ax"*— * — etc.=o une équation proposée. On aura 
X™ — ax"—' — ax"— * — etc.= — a — ax — ax’ — 


I — X 


«X"— ‘-l-x"=.T" — a. Mettant a-h i à la place 
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de ar, on troure x“- 


a = I , et par conséquent. 


si on suppose x = a+ 1 , on aura x'">ax'"— ’ + nx™— * 
+etc. ; mx^~' > (m — i ) erx'"~^ + (TO — a) ox“— ^ + 
etc. ; (m — I > (w — a) (m — i)ax"*— ^ + (w — 5) 

(m — a)ax“"^+etc. , ainsi de suite; donc tous les poly- 
nômes dérivés de x” — ax"*~‘ — ax'"—’ — etc. =o, 

». ' 

d’après la proposition XI du liv. X, seront positifs. 

Fx 

XIV. Trouver la valeur de — , lorsque x = a donna 
ra=o = Aa. 

Soit n le plus petit nombre qui ne donne point 
‘d"Ax 


^dTx 


rfx"’ 

‘£?"rx '</“Ax 


: O, lorsque x==n: je dis qu’il sera alors 


tfx"’ 
Fx 


Ax 


</x'*’ dx 


('■“ 


. </Fa ‘d'Fu 


■) 


Substituant u+z à la place de x, on 

Fx F(«-|-z) 

aura — = — ; r : 

Ax A(u+z) 

/ </A« \ 

"W I Au+ g + — .3^+ etc. 1. Supposons que u=a 

. F(a-f-z) , 1 „ T, 

rende ; . =( A-f Cz-pEz’-f-etc.) Tâ (B+Dz-f-Fz* 

-betc.), et que l’on ait d’abord A=o=B, mais non pas 

C = 0 =D: on aura =(Cs+Ez’+ etc.) (Dz 

A(a+.j) ^ ^ 

-hFz’ -+- etc. ) = (G -bEz + Gz> -b etc. ) ■« (D -bFz -bHz’ + 

Tû C 

etc. ), et- - = Soit A=o=B et C=o=D , mais 
Aa ij 

non pas E = o=F : on aura ^ ~|' -^ =(Ez* -bGz^ + 

A ^ a -b^z ) 

etc.) T3(Fz’-bIIz’+ctc.) = (E-bGz-betc.) ■is(F-bHz 

Fa E , . . , 

-betc.), et par conséquent — = ~. Ainsi de suite. 
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Exemples, i. On demande la valeur de {y/ {la^x — 

3 4 

— O. y/ (a*x)) (a — y/ (ax’)) lorsque xr=a. Puis- 


que x=a rend ^ rf(y/ (an’x — x4)— (û’x)) 

r_ • — 2X^ fly/(a^x) ~] __ 3 I 

L y/( 2 a’x — X*) 5x J 




on aura ^ a 

« 


pour la valeur demandée. 

2. On demande la valeur de (x -}- nx" + ’ ■ — (n -f i ) 
x"+') *>3 ( I — xy, lorsque x= i. Puisque x = i rend 

^ {dx+nx”+* — (/j- 4 - 0 x"+‘)[=i-|-n(rt+ 2 )x"+' , — 


(« + ')’X'’]=0; ^ X)’)[ = 2X— 2]=Oj 

( I -P 72 (n + 2) X"+'— (72 -f 1 )*X") [= 72 (72 -f I ) (72 -t- 2) X"— 71 
(72+ l)>X"-'] =72 (72+ l) (72 +2) — 72 (72+ 1)’ =72 (72+ 0; 

é1(2x — 2)=2, il s’ensuit que { n {n + i) sera lÿ 
valeur deraandc'e. 

XV. Trouver les facteurs binAmes d’un polynôme 
quelconque, formé d’après la définition II du liv. X. 

Soit X nombre principal dans l’équation V=o, dont 
les racines sont égales et en nombre pair; dans l’équa- 
tion X=o, qui ne renferme que des racines réelles et 
inégales; et dan*Z=o, où il n’y en a que d’imaginai- 
res. On demande les facteurs binâmes de VXZ. 

Soient nn' n" la courbe dont Pt2=j- représente l’or- 
donnée, AP=x l’abscisse, et X-j- l’équation . Les points 
B, C, D, etc. , , S , etc. , où la courbe ren contre 

l’axe, déterminent les racines positives AB, AC, AD, cto.. 




« 
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et les négatives Ag, A-y, A« , etc. , qui rendent X = o. 
Ainsi on remarquera d’abord , que cette courbe ue sau- 
roit rencontrer l’axe sans le couper; car si elle ne 
faisoit que le toucher, comme on le voit en R, 1 équa- 
tion X=o devroit avoir des racines égales, contre l’by- 
pothèse. Soit m moindre que la plus petite différence 
entre deux racines quelconques de^ = o, et suppo- 
sons qu’aucune de ces racines ne soit m, ni multiple 
de TO. Si l’on prend successivement o , m, an», 5m, 
4m, etc. ; o, — m , — am , — 3m , —4m, etc. , pour 
abscisses, il est clair que j doit changer de signe autant 
de fois qu’il y aura de racines réelles et inégales : donc 
chaque changement de signe indiquera une racine 
réelle : mais il n’y en a point dans Z = o [sup.] ; donc 
les substitutions de o , m , etc. sans apporter aucun 
changement de signe en Z, doivent produire en XZ les 
mêmes changements qu’eu X. Séparant donc le facteur 
V du facteur XZ [lo. i5], s’il y en a un; mettant Ta; 
à la place de XZ, et désignant par 8 la différence entre 
deux racines quelconques de XZ = o, on aura r(x+5) 
= o • car x+5 sera une racine de rjr = o. Éliminant x 
entre les deux équations r(x + 5) = o etrx=o, on 
obtiendra A(S’)=o; car, désignant par a, b, c, etc., 
les racines de Tx=o, on aura (S — (a — t)) (S— 
n))(S— («— c))(S— (c— û))elc.=(S— (a— i))(^ + 
{a— b)) (8— (a— c)) {S+{a—c))etc. =(8’— («—*)*) 
(û c)’) etc. =o, équation dont on déduira S, en 

regardant 8’ comme nombre principal. Substituant — 

pour 8’ dans A(S’)=o, on aura encore 0e = o. Soit jc 
non moindre que chacun des coefficients négatifs de 
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6 8 = 0 , et non <m: le plus petit S sera > m. 

Substituant donc successivement o, m, am, etc., o, 
— m, — 2 m, etc. , à la place de x dans Fx, on obser- 
vera autant de changements de signe dans Fx, qu’il y a 
de racines réelles dans Tx—o. On pourra donc trouver 
de suite ces racines, soit exactement, soit par approxi- 
mation. Si, en substituant o , m, 2 m , 5w, etc. , on par- 
vient à un multiple de m plus grand que chacun des 
coefficients négatifs de Fx = o, il faudra conclure qu’il 
n’y a plus de racines positives dans Fx=o. On recou- 
noitra de même s’il y en a dans F — x=o, c’est-à-dire, 
s’il n’y en a point de négatives dans Fx = o. 

Les racines réelles une fois trouvées, il sera facile de 
séparer X de Z. 

Venons maintenant à Z. On sait que chaque nombre 
a deux racines carrées, égales et contraires, et que par 
conséquent, si A-|-By/ — i est racine d’une équation 
quelconque, A — — i le sera aussi. Or, l’expérience 

a fait voir aux géomètres, que l’impossibilité des racines 
des équations ne provient que de l’impossibilité de la 
racine carrée des nombres négatifs : donc, puisqu’il n’y 
a que des racines imaginaires dans Z=o, si l’on sup- 
pose cette équation du degré an, il s’ensuit qu’il y aura 
dans A(S’)=o un nombre n de racines réelles de la 
forme — 4®*- Cherchant donc les valeurs réelles de 8* 
par la méthode connue, et subsiitnant ces valeurs dans 
une équation xA8-H38=o, que l’élimination de x doit 
nécessairement fournir, on aura deux valeurs de x pour 
chaque valeur de S’. 

‘7 
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/ 


XVI. i e’ianl un nomljrc positif, on demande 

n'x‘-'+h'x‘-^ + ... + h’ , 

^ dX. 

a.‘-\'HX'‘~ ‘ + l>x‘~^... +h 
Supposons que le dcnoininatpur de cette fraction ait 
le tiombrc de (acteurs réels de la foi me x+a, le nom- 
bre V de facletirs binômes réels de la forme x-J-ê, etc., 
et que les facteurs binômes imaginaires, s’il y en a dan» 
le môme dénominateur, se trouvent dans les nombres 
p, T, etc., de trinômes réels de la forme x’-f-sx-pij, x* 
-l-T,x-f-9, etc.: on pourra donc égaler la proposée à la 


suite de fractions 


A xl*' ~ ‘ -f Bxl^ — ’ etc. 


(x-t-a)l* 


j^'a.'’~'4'B'x''-*+Ptc. 


(x-f £)•' 
Gx‘?-' + IIx’?- 


-f etc. -f- 

-fetc. G'x**-“'-l-n'x’*—* -f-efe. 


(x’-bex-j-'O? (x’ -b ïix -b 9)® 

'd- etc. , dont la somme fournira un nouveau numéra- 
teur, qui étant égalé à celui de la fraction proposée, 
donnera les valeurs de A , B, C, etc.. A', B', C', etc. , 
G, H, I, etc. , G', H', F, etc., etc. Ainsi, la solution 
du problème ne dépendra plus que de fluen tes, telles que 

7 — — \U dont la dernière revien- 

(a-bx)i" J ,{x-+zx+X)^' 

dra à ^ s* 1 6 à la 

place de x. 

Exemple. Trouver f dxVx = 

4x’ -b 5x’-b2X-b I 


■ dx. Le dénominatenr 


f X^ 2X® -bx-t-bx^ 2X’ -bx 

étant = x(X' — i )(x — i) (x -b i ) (x’ — x-b i ), on fera 

A" Gx-blI 


„ A , A'x+B' 

Tx= b ^ 

X (x — I )* 


x-b 1 


x’ — x-bi 


, dont la 
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Somme aura pour numérateur la suite 

+ A x^ — i\ aA+ A JT^+ A x’ — aA x+*A 
+ A'x5+ B'aA + A'x’+ B'x 

+ A"x5— 5A "x4 + 4A "x^ — 3A"x* + A"x 
+ G — G x'^ — G x^ -j- G x’ 

+ H x^ — II x’ — H x’ + Hx, 

lequel, étant comparé à celui de la fraction proposée, 

donnera A + A' + A"+ G = o, — aA + B' + 5A" 

G+H = o, A + 4 A" — G — n = 4> + A'' — 5A" + 

G — H = 5, — 2 A 4- B' + A" + H = a, A=i, et par 

conséquent H= — G = — k"= A'=;m^, 

3 36' a ' 


‘ n. — k i. ir l_ à / 

, G— A — g, A 


etB' = — ; donc la fluente demandée sera; 
a 


■■x+i) 


+ r=i^+ ' A^+r^_.+ r 

y 2(1— X)’ y(>(x+i) y o(x’-- Lx+i) 

I 5 î 5 

= lx+ — / ( X + l) — / x(l — x)“* <fx + -^ 

y(i — x)—*dx+ iL^dx. Substituant U + 

3^ x’ — X + I 

— pour X dans -4 dx , on trouve cette âus.ioD= 

4“ — 9 . 4“^“ . ■ f' Uudu 

»“'V ?+j = 

syjiï^ = î/(u' + 2)=a;(i"— X+I),el^^2^= 

9X2 Z' 2 </« ,-x/*2 f/M . . 

~7T/ ~75 X+—n — — X — ; et si 

v/V î«+i yv /3 3 “+« 

l’on désigne par 2 l’arc circulaire dont 

v/^ v /3 

est la tangente, on trouve v — = s; et on a 

J \/ ^ 3 ‘ 
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aussi f{ I — ar)~’ Jx={ i — x)—', el /" x( i — x)~'dx 
t=x^i — x'l“' + ^(i — x); donc la fluenle demandée 
sera =r/x + j ^'x+ i) — |x(i — x)-' — |Z(i — jr) + 

(i — x)“' + 2/(x’ — X + i) — (2 5) 3+ un nombre in- 

dépendani de x, qui devra satisfaire aux conditions da 
problème. 

I X 

Schol. La différence • — étant et 

1 — X 1 — X ' 

par conséquent indépendante de la racine, on ne doit 
pas être surpris de ce que la fluente i — x)~* dx soit 
égale à X ( I — x)“ ‘ , ou égale à ( i — x)— ‘ : on pourra 
donc donner à y dxFx la forme /x+i/(x+i) + 5x 
(1 — x)-' — 4 ^ • — x) + -il (x* — x + I ) — ta y/ 5) Z 
+ 1, en désignant par 1 le nombre qui ne dépendra 
que des conditions du problème. 

r 

XVII. On demande / x” {a+bx"Y dx. 

r 

Mettant u‘ à la place de a+ix”, on aura (a+ix”)' 


1 

( U’ ^ 7 \" - 

— ^ — 1 du, et par conséquent f x” {a+hx^Y dx 

= “ X ( — ^ les propo- 


sitions précédentes donneront facilement, lorsque 
sera un nombre entier ou zéro. 


m + i 


Si l’on faisoit ux~"-|-^, on auroit x== 
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1 J 

, 1 / a N” — asu’—'/lu ( i 

1 ^ 

■'S Çn et a+ix’’=:a+ ^ = 

— et par conséquent la proposée seroit = J 

a' a*' X — a’'su'-'du') ((u' — A)" (n'-i)'/z(u' — 

i)»+')) z=J ((_^7+-7T-^ Sk>-+'-'Jm ) -y 

— b) i"*"" " ~ ')}, que les propos! lions précéden- 
tes donnent également^ lorsque -j -1 i-î- est un 

nombre entier ou zéro. 

f' dx 

Exemple. Posant 1 =n’, onaura / 

1/ “ — 1 * « — I 

TT- T I V + * T I ■ 7 \/(ff’ +^’)+-ï? 

= 1 + v 4KS^7 que l’on réduira à I + 

\/(.g ) — ^ 

/X ^ eu multipliant en haut et en bas 


par 


v/ ( g’ -h X* ) -f X ; OU à I -|- / - 


tipliant de même par (g’ -f x’ ) — x les deux termes 
Jg \ /(g*+x»)-f X 
7(g’+x*)— x' 

XVIII. Pour trouver /x^ (a -f- ix'*-fcx’'’)r dx, U 
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est utile de faire x’’=u , lorsque ni est positif, et 


2 C 


x"= f U j , lorsque m est négatif. ' * 

Exemple. Désignant par ^ la fluenle 

/ adz f . 

, ; -, et supposant z= 1 « + 

z^{z' — 2bz + b'—a')’ V 

l>' — n’ 


h* — a'J ' 


on aura z: 


— a*)u + ^ ^ 


dz = 


— a’^)du , {b* — O*) 

a 


afi’ — a‘‘)l> , ,/ i’ — a’ 




+ i^=(Z.’— a’ 




(b^—a’)u+b ' 7 ' (Ci’ — n’ju-1-^)* 


séquenty= ^ (^(" 

Soit i>a:pser. 


con- 


1 -f" 


' 7 -) 

(7 — ’ ^ ~> l> ' multipliant un radical 

par — 7 — * J l’antre par 7 — résultat en sera le 

luênie qup si op en piulliplioil pp seul par ( — 7 — 0 

= I ; on aura doue ^ 

— tliî^ 7 — (~ô~) ”*}} 
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y l’arc circulaire dont 
est le cosinus; on aura 


263 




dTx 



XlX.fdj.Txz=xTx ,, 

•' uax a.ot/x’ 

^fPVx 


î7X^+etc. 


3.5Jidx^’ 

Désignant f dxTx par l’aire ABCD correspondante !i 
l’abscisse AB = x, et à l’ordoiinee perpendiculaire BC 
r=rjr; prenant BE = z, et menant EF parallèle à BC, on 


„„ ^ dTx , ‘d^rx 

aura EF = Tx 3 — z-\ 

dx 2(/x’ 




•i.ôdx^ 


et BEFC 




r/r.r ‘'f/’Ex 

Z-\ :-Tr- Z — 


dx 


■) 


+ etc. ) dz 


dVx 

:zFx 7— ^’ + 


•idx'' 

‘d^Tx 


‘d^Tx ^ 
2.5i/x’’ 
UPTx 


udx ~ ' 2.5</x’’ ” 2.5.4^/x^’- 

z^+etc. , et par conse'quenl/"^/xrx[=BADC] — xFx— 


drx 


+ 


‘r/’Ex 


‘J3px 


jra.'*+elc. 


2</x 2.5rfx’’ 2.5.4^'^’ 

Schol. Si la forme particulière de Fx est telle qu’au-, 
cune des propositions précédentes ne puisse donner 
ABCD^y dxTx, on adaptera à ABCD qiielqu’autre aire 
rectiligne, suivant la méthode que nous avons em- 
ployée dans la démonstration de la proposition XV It 
du liv. XV. 
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LIVRE XIX. 


AVEBTISSEMENT. 


d’ , dy, représentent des fluxions prises relativement 
Gif* ) J des fluentes relatives à x ely. 

■ PROPOSITIONS, 


I. M, N, e'tant des fonctiops de x et^, on demande 

y ( M(/;^+N<ic). 

Soit O la flncntc demandée. Puisque Mt^ doit être = 
d^O, il s’ensuit qu’il n’y aura poipt à'j dans la diffé' 
rence entre O et frMdy [i5. i6]. 

Soit {ôz? + ->.hzjr — + (i-z* — 6zy + '5cy')dy la 
fluxion proposée. On aura {^z'-\-7.hzy — 'hy'')dz—^ 

et par conséquent t/O — d^z^ + hyz' — 
^y^z)=3cy''ily ; donc 0=:zcy^-^z^+J>yz‘ — 5^’i+I. 


II. M: 

t//N 


dyO 


d^O , . </fM 

et J\ ~ — ; — , donnent 


‘d^O 


J V». — - J UVXtâtJUAAV ; — ' 7 — , T • 

dy dx dx dydx * 

‘r/’O , <//N 

dy = df^>-’ conséquent ^ ^ 

pourvu que INIr/^'+Nc/jc désigne une fluxion exacte. 


et — r— = 


III. d^ fo'Udy=dxfy dy. 

Soit df^Mdy='M.dy + T^dx, on anra d*fyM^dyz=s 
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= — ; — ; donc — ; — dr — dy^, et 
dy ^ dx ' 


y> J - <^=N, et par conséquent d^ J y'Shlr\~'^dx'\ 
-d^ 

IV. En raisonnant comme nous l’avons fait dans la 
proposition P*., on trouvera de même /(Mrf;^+N<fx+ 
O du ). 

Si l’on demandoit^par exemple^^^^(axj’+4^i’x^) dx 
“^ ( \/ {J '+ ) ' ^ ^ ^42’+2^^-z + 

î d^.—V, on auroit P=^* (axr’ +4^z*x^)d^ 

v/Cr;+^*)/ y ’ J V „ ; 

+Q=x’j-> + iz’x^+Q, en désignant par Q une expres- 
sion où il n’entre point de x: donc dP — 

=dq, c’est-à-dire, ( ^ + 5j-^)^j-+^4z^ + 
dz = dQ:maisQ = v/Cr’ + 2’)+jH+- 

V {X ) / 

z^ + 1 [ proposition I". ] ; donc V=x'‘jr'‘+bz'x‘'+ y/ {y' 
+z’)-f-j--fz^-f I. 

V. M<(^-(-N<ir-f-0</M,ne peut être fluxion exacte que 

, dy~S <i“M dyO rf"N d^O 

lorsque = -^= 

On démontrera cette proposition comme la IP. 

dyP d’^P dyQ _ 

VI. Supposant R =-^, S =-^ -P et T = 
—~j on aura y'(P<i’j'-t-Q^i’x-l-R'^’ + Sdxdy -f-T<ix*) 


=Prf^-f-Q<ix; ce que l’on démontre en prenant la fluxion 

4e P^l'+Q'f'^* 
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Vir. Pour avoiry {Vd^x+(^dx^} , on fera d’abord 
jr—dx, el j-dx—dx’'- el a^ant trouvé J’{^‘fy+Q,j‘dx)f 
on restituera la valeur de_^. 

Ainsi des autres cas semblables. 

VIII. Soit Pdx+Qdx~o, et P, Q, des fonctions ho- 
mogènes de X, y , c’est-à-dire, des fonctions où la 
.somme des exposants de x et j- soit la même dans tous 
les ternies. Si Tdx+Qdy n’est pas fluxion exacte, on 
écrira zy au lieu de x ; et séparant x de j- dans le ré- 
sultat, ce qni sera facile à faire, on aura une nouvelle 
équation qui satisfera complètement à la proposée. Soit, 
par exemple,(ax-|-èj-)«fx — {7nx+ny)dy=o. Mettant 
à la place de x, il vient (zdy+ydz) — {mzy 

+ny)dy=0, etparconséquent— H _ ^ 

^ ^ y ^ az' + {b—m)z—n 

~o. 

XIX. Supposant é1"M — d"— ' N-f d" — ^0 

+ — + V = o, q-etc. =o, etc., on aura 

/ (,Mdy+iSd'‘- 'y+Od’'-y+... +i;dy+\y +M' d’'z 
+ 'N'd"-'z + 0'd''-^z+ .... -f TVz-pV'^-Hetc.)= 

( P _ rfO -f- ’ N — rf 3 M ) t/» - 4 J - + . . . + ( rf" - . M — - — N 

+ 30— . . . + T )^-f M ' d"- 'z-f (N ) d-~ »z 

+ etc. q-etc. q-I. 


Pour le démontrer, il suffira de prendre la fluxion de 
yq-eic. 

Schol. I. Quelle fonction de x doit étrej^, pour sa- 

tisfaire complètement a l’équation A ~ — |-Bj'=:X, 

en supposant qu’il n’y ait point A'y dans les expressions 
représentées par A, B, X? 
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Soitsane expression dégagée de j" , et capable de ren- 
dre A«<(> fluxion exacte. On aurar/(A«) — 

B<rrfa:=o; ^ dx,l{Ae)~ ^ dx , Aa — 

f\-dx 't 

g J d’où par conséquent, +1 = 

■X /> 


J 


dx. 


d\y 


Satisfaire complètement à l’équation ‘^(0 + ^^)’ 

+ t(g-H^x)' ^ +c{g+hx) ^-f_;^ =X. Supposant 

^ {g+hxydy+cs{g+hx)dj+ 


dx 


f«jdx—X<sdx , il faudra satisfaire à d^{a{g+hxY) 
— ^ Ax)*)-fcfi?(<i(g-l-Ax))— /fff/x=o. L’équa- 

tion ff = (g -H Ax)l^ remplira cette condition, pourvu que 
l’on ait ah} (p-f i)(p-f-2)(p-|-5) — i)(p+ 2 ) 4 - 

cA(p-f I )— /=o; et il sera^ (g-t-*x)i*+^dy-l. 

^Izlï^}fh.[g^hx)V-+-‘dj+{c — (p-l-a)AA-f (p- 1 - 2 ) 

( p-f 5) «A*) (g-f ^x)I^+ —f{g+ hxy^'S^x . De cette 

équation on déduira, suivant le même style, une équa- 
tion inférieure qui donnera la valeur d’^'. 

. </’u du 

Satisfaire complètement a 1 équation A -1- B 
d-Cn-l-A' $r +B' ^ +C'jr=x. 


dx’ 


d’« d'y 

On écrira Aa-; |-Bad«-|-Cffttdx-|-A'9-7 — |-B'«<^ 

dx dx 
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208 ^ PRINCIPES MATHÉMATIQUES, 

+C edx = 'S^adx , à condition que les deux équations 

,,TJ ^ J . d'{k’(5) , , 

— \ +C(jax = o, et ; afn <j)+ 

dx ’ dx ^ 

C <sdx=o , donnent, l’nne la valeur de «, et l’autre 

les rapports qni doivent exister entre A, A', B, B', 

et C, C', pour satisfaire àl’cqnation proposée. 

Satisfaire complètement aux équations 

A s S +»>+*" % + 

E E S 

E ^ +F«+E' -f +F>+E"^ +F"z=Z: 

dx dx dx 

multipliant la première par Xdx, la seconde par pdlr, 

et la troisième par •>)dx, à condition que les produits 

deviennent des fluxions exactes , il faudra que l’on ait 

aussi (AX+Cp+Ev)t/tt4-(BX+Dp+Fv)u<fx+ (A'A + 

C'p+E'v)«^+(B'X+D'p+F'v)j-cfx+ (A"X + C"p+ 
E"v)£fz+ (B"X + D"p + F^^v)z</x=('VX + Yp+Zv)<fx,, 
fluxion exacte, et on aura 

d{K X+C p+E v) — (B X+D p+F v)<fx = o, 
<f(A'X + C'p+E'v) — (B'X+D'p+F'v)c/x = o, 
<i(A"X+C"p+E"v) — (B"X+D"p+F"v)rfx = o; 
c’est-à-dire, 

A éIX H- («f A — Bi/x)X -fCt/p-f (dC — D^fx) P -f Erfv + (Æî 

— F</x)v = o, 

A'<fX-K^A'— B'</x)X-f-C'i/p-|-(dC'— D'<ùr) p-+* 
E'//v-J-(dE' — F'</x)v=q, 

A"dX-4- (<fA"— B"t/x)X -l-C"</p -f {dQ''—'D"dx) p+ 
E "<iv -f- (<fE " — F "dx)'» = 0 } 
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d’où l’on déduira trois ét^nations de la forme 
e X+ï, 

e'(i+Ç 


qui finiront de résoudre le problème. 
Satisfaire aux équations 
^ , .d^z . dz 

dx 


269 


, d\ 


dn. 

+e 

d^X 

dx 

+n 

dx 

•s 

0 

II 

1-^ 

/ ^ 
dx 

+ n' 

cZ> 

dx 

+6' 

'dl~°* 


+ 7 )" 

</*v 

-fG" 

d^'t 

Êt 

7/ 

dx 

dx 

0 

II 


A ^ +Cr+A' ^ +B' ~ 4 C'z = X, 


dx' 


dx 

“ % +E&+F^+D' +E' è +F-==Z: 


mettant /> et ^ à la place de ^ et il suffira desatis- 
faire aux quatre équations 

^ È +B;^+Cr+A' s +B'v+C'z=X, 


dx 


D±+Ep+Fjr+D' ^ +E'</+F'z = Z, 


dy dz 

2. Soient «,6,7, etc., des nombres quelconques don- 
nés, et [a', p", , etc., les racines de l’équation 

a-H^p-l-cp’ +yp^ +etc. =0. 

• ■ 

Pour satisfaire à une équation de la forme -fi ~ -f 


c suffira de supposer égal à 

un terme quelconque ou à la somme de plusieurs termes 
de la suite aef"', , etc. , ce qui est facile 

à vérifier. 
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5. Aussi lorsque (A est imaginaire , on peut toujours 
supposer J" égal à uu sinus, ou à la somme de plusieurs 
sinus , par cela même que les racines imaginaires ne 
peuvent «Hre qu’en nombre pair. Par exemple, si l’on 
ponvoit faire = — on auroit aussi j" = 

+ l)xq.e{m — n y/ — — 1 — m — 

= 26 "'* cos («*). 


D^itized by Googte 



livre XX. 


271 


LIVRE XX. 


DÉFINITIONS. 

I. Lorsque Dx, homogène à x, représente nne 
grandeur choisie à volonté pour être appelée différence 
de la racine x, on désigne par DFx, et on appelle 
différence de Fz , la grandeur F(x+Dx) — Fx. 

II. Fx prend alors le nom de somme de DFx, et on 
écrit Fx — /"DFx. 

III. D’X[ = D(DX)] désigne la seconde i/ijJ/eVe/ica 
de X J D^X [=D(D (DX))] la troisième ; ainsi de suite. 

PROPOSITIONS. 

I. Soit la différence Dx indépendante de x. On 
demande f i. 

Puisque f Dx est — x , on aura x=y"( 1 XDx) = 
Dx y I , et par conséquent f 1 = jy— . 

Supposant toujours Dx indépendante de x, on de- 
mande f X. 

D(x’) étant = 2 xDx-|-Dx*, et par conséqpient x’ = 
y’2xDx-l-y'Dx’=2Dxy’x-l- Dx*yi, on aura f x = 

aDx * * 


a-a principes mathématiques, 

On demande / x*. 

D(x’) = 5x’Dx + 5xDx’ + Dx^ donne x’ = 5Dx/x* + 

X-* 

5Dx* /x +Dx V « . et/x> = ^ — Dx/x — | Dx »/ 1 
x’ 

- _____ __ L ^ i ' 

- 5Dx 

Suivant toujours le même procédé, on trouvera 

/x<== ^ — îx^+ix^Dx— j^;xDx*, 


/x5= ^ — ix5+ Xx4Dx— ^x>Dx’ i 
ainsi de sulle.- 

Exemples. Trouver la somme des premiers x termes 
delasérie i+2+34-4+5+6+etc. 

Soit Fx la somme demandée, et Dx= i. Puisque x 
est le dernier terme de la somme demandée, et x + 
i[=r(x+i) — rx=DFx] le terme suivant, on aura 
Fx=/x +/ 1 =rx’ — jx+x=ix’+ïX. 

Trouver la somme des premiers x termes de la série 
1 + 4 + 9 + 1 6+25 + 56+4f)+etc. 

La somme demandée sera f [x + \)'‘=f x ' ■ — 2 fx + 

/i = ix5— ix'+^x+x> — x+x=fx3+4x>+ix. 

II. Trouver fo*. 

On aura f = i’+ a + a* + u* + .•■ + a*"" ‘ + I^= 


1 ■■ - — ( 1 * T 

h I, OU, en abrégeant, = I + -• 

1 — a “ * 

Trouver f xa*. 

DFx = F ( x + 1 ) — Fx donne Fx = F (x+ 1 ) — DFx, 
et par conséquent f xa^= y(.x+ + * — xa*=ayxa* 

^ a/'a*— Xfl* 

+ af a‘^xa^ = — • 

• 1 — a 


Digitized by Google 



LIVRE XX. 


Trouver f x’a'. 

On ftura/x’a'=/(x+i )*a^+' — x’a^z=a/x’a* 

I — a 

de suite. 

III. Dx étant = i, et A, B, deuï. expressions où il 
n’entre point d’^r> résoudre l’équ.Ttion Aj*+BD/ = o. 

Supposons que x entre en — : je dis qu’en écrivant 

rx= I — l’équation j- = (r(x— i))(r(x— 2 )) (F(x 

— 3)) etc. Tl , satisfera à la proposée j car on aura Dj — 
(Fx) (F(x — 1 )) (r(x — 2 )) (F(x — 3)) etc. r I — (F(x — i )) 

(T(x-2))(r(x_3))etc. ri=j-(rx— 0= 

et par conséquent Aj-+BD^'z=A_t-+B ^ A^^_o_ 

A 

S’il n’y avoit point de x dans—, l’équation j - — ■■ 
^ « I ; satisferoit également. 

IV. Satisfaire complètement à l’éqUation Aj^'+BDj- 

— X, lorsqu il n y a point d’^ dans les. expressions 
A,B, X. 

Faisant^ = ««, on aura D^'±=«Dr+zD«+DnDz, et 
par conséquent A«z+B(z<Dz+zDn+DuDz)==X. Sup- 
posant Ax-f-BDz=o, on aura BzD« + BD«Dz = X, et 

X 

B(iilDz)’ valeur dez qui satisfasse 

à 1 équation Az+BDz = 0 , et cette valeur vous don- 
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Exemple. Soit j+{x+ = — a(ax+i) l’équa- 

tion proposée. Il faudra satisfaire à x+(x+i)Dz = o, 

et la proposition précé<lente donnera z = — — X ^ ~ 



Xelc. = ^, 


et par conséquent jr 



1 + 


/; 


-a(ax+0 


(^+o(^ 


+D 


1 : mais — + D — ; 
I X X 


— î— ; donc 
x+i 


^ = ^(1 — fl/(2X+i)) = ^— car. 

V. Satisfaire à l’équation ay hDy + cT)y 
+ etc. = X, lorsque a, b, c,f, etc., ne dépendent 
point de x. 

Soltaf+iDj+cDy=X la proposée. Tif=p don- 
nera D’^=Dp, et o^-f-ip+cDp = X. Ajoutant s (I^ 

p) = o à la précédente, on aura ajr+{b — <r)p+ffD^ 

+ cDp=X. Supposons «D(a;r-KA — ff)p)=fl(«Dr+ 
cDp) , c’est-à-dire , a(sT)jr+ e[b — <j)Dp = aeHy+acDp : 
on aura «{b — «) = ac, ou o = ac — be+s'-, et toute 
valeur de e rendra — o)p)=a(«I^-i-cDp). 

Supposons z = aj+{b — «)p: il en viendra eHjr+cHp 

— —Jiz, et par conséquent z+ = X. Ainsi, 

on n’aura qu’à déterminer z par la proposition précé- 
dente, pour pouvoir résoudre l’équation ajr+{b — o) 
Thy—z, et trouver 

Soit ay-k-hUy+cHy+JT^y la proposée. Les 
deux hypothèses Dj=p, Dp=7, donnent qr-l-ip-fcç 
-|./D(/=Xj d’où, en ajoutant e(Dy — p) = o, et 
«'(Dp — ^) = o, on tirera ay+{b—g)p+{c — g')<j + 
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*D7'+<i'D/J+y’D^ =X. Supposons «D(aj-+(i — «)/>+ 
(c — s' ) 9) = fl(oD/'+(t'Dp+yD^), c’est-à-dire, eoDjr 
+ o(i — «)D/) + o(c — 9 ')T)(j==:a<s'Dy+a<s'T)p + afIiq: il 
Tiendra e{b — s)=za«', et <s{c — e') — af, ce qui , encli- 
minant a', donne 0=0^ — acs+h<s* — a*. Posons z — 
— a)/J+(c — <>')<]> et par conséquent aDj'-J- 

a'Dp-p/'Df; = — Dz, etz+— Dz=X: la Yalcur de 
a a 

Z fournira, comme dans le cas précédent, celle d’j", 
moyennant l’équation cj--|-(A — a)I^-f-(c — a’)D’j' 
= z. Ainsi de suite. 

Schol. I. An'' lieu de réduire la proposée à une 
équation immédiatement inférieure, celle-ci à une 
autre plus inférieure, et ainsi de suite, il seroit plus 
commode de trouver^ de la manière suirante. Soit ay 
+hHy-\-cTï'j--\-fîi^y = X la proposée: trouves a, a', 
Z, comme ci-dessus, et les trois valeurs de a vous don- 
neront z’ f z" , z'" , trois valeurs de z; b' , b", i'", trois 
valeurs de b — a; et c', c", c’" , autant de valeurs de 
c — a'; et par conséquent les trois équations 
ajr+b' Djr+c' D’^ = z', 
ay-\-b" ’Dy+c" D’_y=:z", 
qy+b'" Dy+c'" Dy = z'" ; 
d’où l’on déduira J-, en éliminant THy et Dy. 

2. La résolution de ces équations anx différences, 
s’applique, sans changer de style, à celle des équations 
fluxionnaires du livre précédent. 

5 . Plus les différences seront petites, moins leur cal- 
cul différera de celui des fluxions j et cela sans limite. 
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DÉFINITION IV. 

« 

Soit X an nombre entier quelconque -, n le nombre 
de termes de la suite a, b, c, etc., h, de nombres 
donnés; To, Ti, T2, T 3 ,.... T(x+n), une série pro- 
posée, et r(x 4 -«)="r(^+”- — i) + ir(x+n — a)-f... 
-)-^rx: en pareils cas, la série proposée se nommera 
récurrente; a+h + c+.... +h, en échelle de 

relation, et Tx le terme général. 

PROPOSITIONS. 

Yl. Tes premiers termes d’une série quelconque étant 
donnés , examiner si la série est récurrente, et quelle en 
est l’cchelle de relation. 

Soit proposée la série — i, — i, i, 1 1 , 49, 179, 601, 
ctc.On voitdesuite que son échelle de relation doit être 
composée de plus d’un terme. Désignons-la par a + h-, 
on aura 1= — a — b , ii=a — b , et par conséquent 
« = 5 , et i = — 6 ; et on trouvera que l’écbelle 5 — 6 
donne exactement les termes suivants, 5 X 1 1 — 6X i = 
49 ; 5 X 49 — 6Xii = J79,et 5X179 — 6X49 = 601. 

Soit 1 , 1, I, 2, 4 , 6, 7, 7, 7, 8, 10, 12, i 5 , i 3 , 
i 5 , i 4 ; ï6, etc. , 1 a série proposée. On trouvera d’abord 
que toute échelle à deux ou trois termes seroit insuffi- 
sante. Essayons-cn quatre : a-l-J-f-c-prf donnera 4 = 
2a+b-\-c+d, 6 = 4°+2^+c -f- rl, 7 = 6a-f-4^4-2C 
+ d, 7 = ’ja-^ 0 >b-\-^c + 2d. Retranchant de la .seconde 
équation la première, et du double de la troisième la 
quatrième, on aura 2 = 2a + b , 7==5a-t-2è, et par 
-conséquent a = 3 , et 4 = ' — -' 4 . Substituant ces valeurs 
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dans la première et dans la troisième, fl viendra a=c 
5 = ac+rf, 5 = c , d = — I , et on trouvera que 
l’échelle 3 — 4 + 3 — i satisfait exactement aux termes 
suivants. Ainsi des antres cas semblables. 


VIL L’échelle de relation et les premiers termes 
d’une série récurrente étant donnés, trouver le terme 
général. 

Soit 5 61 échelle; — i, — i, *, i ir4î)> etc., la série; 

y le tèrme général, ety,jy", les deux termes suivants: 
on anray'=5y — 6 j-, etj-"— 5y + 6 j-=o: malsy =j- 
+By , eiy'=y +^/==y+T)y+D{y+Tly)==j+2.V)y 
+Dy; donc aj- — 5Dj-+Dy=o; équation que l’on 
peut résoudre d’après le scholie de la proposition V, entre 
les deux équations ' 2 y — 4Dt‘= 3-'I, et a' — 5Dj-= a^I 

lesquelles donneronl^=— X 3^1 — aXa^r, ou plus 

commodément J- =5'A+a^B; d’où l’on tirera — i = 
■^+®^ • =5A+aB, 1 =A, — a.= B, et enfin Le 

terme général j- =5' — a X 2 '. 


So‘t'3 — 4 + 3—1 l’échelle, et », i,^ », a, 4 , 6 , 7 , 

7 , 7 , 8 , 10 , etc. , la série : on aura y’ — 3y"' + 4 j'" 

+J' = O) Dy+D’j’+Oy = O. Supposant a = Dy 
et résolvant 1 équation u+Du+D’a = o, on trouvera 

Dy[=.]=(z + + 

et en attribuant è A, B, d’autres valeurs, J)y=z + 

J V — B+C;d’où résulte, 

suivantle même style, 7 =:^^ + ^ y_ 5 ^'A+ — 
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^^ — ^yB+Cx+E, 


I = A+B+E, 

I 


= (T+jv/-5)A+(7-iv/-5)B+C+E, 
.=(-7 + iv/-5)A+(-^-iv/-3)B+ 


aC+E^ 2=^ — -A — B+3C + Ejj 

I 


A=- 


tiy/ 


I B=— + — - 

3 ' a^2 ^/— 3 


, C=i, E=o, 


elparcooséqiieiilj'=^i+^/ — 5j 

+ (7- 7 v/- 3 )' (7 + + 7 

sin X 60* 

= y + CQS a; 60° ^/J~' 

VIII. A, B, C, E, F, clc. , étant une se'rie recarr 
rente, et û + 4 +c+etc. son échelle de relation, on aur^ 
A, Br, Dr*, CH, Er^,Hr 5 , etc., série récurrente, et ar-f 
ir’+cr^+elc, son échelle de relation. 

IX. Toute série récurrente de la forme A+Br+Cr» 
+etc., dont l’échelle de relation est ar+ir’+cH+..., 
4-/ir", peut être regardée comme le quotient d’un poly- 
nôme A + i'r+c'r’4-.... + A'r"-‘ divisé par i — ar 
• — Ar’ — cH — .... — Ar". 

Cette proposition est facile à prouver , en supposant 
successivement n—i, fi = ^> ^ = 4 > 

A + A'r+c'r’+etc. 


Sfhol. I. Puisque 


etc. 


est 
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A+Br+Cr’+etc. , il s’ensuit que le terme general de 
celte série sera égal à la somme de tous les termes gé- 
néraux qui doivent répondre de la même manière aux 

fractions partielles dont seroil la fraction 

‘ 1 — ar — etc. 

totale ; ce qui offre un moyen facile de trouver le terme 

général de toute série dont on connoit les premiers 

termes et l’échelle de relation j car chaque fraction 

partielle peut être représentée sous celle forme 

J et puisque 7- —77 donne 


( I — ar)** ' ^ ’ [i 

dans le terme général , un terme 
w(w 4 - 0 (n-f 2)...(j — 1) 1) ... (x-fn 
i)...(x — • i)x 

(x-fi)(jr+a)....(x-f«-— O 
i.a... (n — I ) 

G-f Hr-J-I/-'... +P/" 


•ar)' 

-I) 




fraction 


( 1 — -ar)" 


a'r*, il s’ensuit que la; 
donnera 


H 


(x -1- O (x-f a)...,. (x-|-« — i) 
1.2... (n — I ) 

(x-f- 1 ) (x4- 2)... (x-f n — 2) 


1.2... (n — 2) 


a-'r*' -f- 


+ 


(x-f i) (x-fa)....(x-f n — 5) 


afr* -f etc. = ( A'x*— ‘ 


1 .2... (« — 3) 

-fB'x*“*-f...-fH' )œ*r^. Observons, pour plus de fa- 
cilité, qu’en désignant par a le réciproque de la racine 
de l’équation i — ar — br* — .... — Ar" = o, on aura. 
a racine de l’équation K" — aK."— '■ — iK""’ — .... — 
h— O. 


Exemples. Soit — 1 — r-f r’-f i ir*-f 4grt-f i-gr®-f 
601 r®-fetc. la série proposée. Puisque 5r — 6r’ en est 
l’échelle de relation, et que 5 et 2 sont les racines del’é- 
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quntion R’ — 5 K + 6 = o, le terme general sera AXâ* 
+BX2*, et par conséquent — i = A+B , — i = jA + 
aB, A = i, B = — 2, ctAx 3 *+BX 2 '^ = â' — aXa'. 

Soit — 2, — G, 8, 4 o, 224,672, 2176, 5760, 15872, 
etc., la série proposée. Ayant trouvé 4 + 0 — 16+16, 
échelle de relation, les racines — 2, 2, 2, 2, de — 
4R’+ 16K — 16 = 0, indiqueront un terme général de 
cette forme: (’ — a''^A + 2*(Ba;’+Car+E); donc — a 
_-6 = — 2A + 2B+2C+2E, 8 = 4 A+i 6 B 
+ 8C + 4E, 40= — 8A+72B + 24C + 8EJ c’esl-à-dire, 
— 2 = A+E , — 5 = — A+B+C+E, 2 = A+ 4 B + 
aC+E, 5 = — A+9A + 5C+E; d’où l’on tire A = 1, 
B=i,C = o,E = — 5 , et par conséquent le terme 
général ( — 2)'+2-^(x’ — 5 ). 

Schol. 2. Le terme général qui satisfait aux termes 
To, Tl , Ta, r 5 , etc., pourra satisfaire aussi à d’autres 
termes intermédiaires, si l’on y ajoute une expression 
de cette forme : A sin xt:+B sin Olx-x +C sin 5 a:x+etc. , 
dont le nombre de termes soit égal à celui des intermé- 
diaires proposés, et pourvu qu’il soit possible de satis- 
faire à tous ces termes. 

Exemple. Ayant trouvé 5 ^ — 2X2-', terme général 
qui satisfait à la .série ro = — 1, ri = — i,r2=i, 
13=11, r4 = 49jr5 = i79,r6 = 6oi, etc., on en 

demande un autre qui satisfasse encore aux termes F •^= 

3 et F = 2. Supposant ce terme général = 5 ' — 

2 X 2'*' + A sin XTz + B sin 2arz , les équations 

1 I 

53_2X2^ + Asin 60” +B sin 120° = 3 , 

33 — 2X2*+A sin i 20"+B sin 240” = — 2, 
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c’est-à-dire, 

I I 

5 ^ — a X a’ A sin 6o“ - 1 - B sin 6o" — 3 , 

% % 

5 ’ — aX'i’+A sia 6o° — B sin 6o* = — a, 
donneront A et B. 

Mais s’il ëtoit question de satisfaire encore an terme 
5 

r cette méthode ne rëussiroit pins qne par hasard; 
car la correction A sin ari:-|-B sin ix% dn terme gënë- 
rai, en seroit la même que pour le terme F — . 

Voulant cependant satisfaire au terme F —=:—^ 

0 O 

qui n’a pas le même inconvënient, on n’aura qu’à ajou- 
ter un autre ternie Csin 5 j: à la correction trouvëe, et 

Il II 

l’ëquation 5 ^ — 2X2 ’ -f A sin ( 1 1 X 36 °) -h B sin (aaX 

30 °) -hC sin ( 55 X 30 ")= ^ donnera C. 

O 

1 3 

Si l’on veut satisfaire encore à F -— = 2 , il faudra 

5 

chercher de nouvelles valeurs d’A , B , C , et déterminer 
un autre coefficient E entre les équations 

I I 

3 ^ — 2X2^ -f-Asin0o°-f-Bsin0o* -h o — Esin 0 o°= 5 , 

* « 

5 ^ — 2X2* -h A sin 60" — Bsin Go°-f o-f Esin ôo°= — 2 , 

>1 II 

3 ’ — 2X2 *-4-Asin 5 G"-f-Bsin '^2"-}-Csin ”2°-f-Esin5G°= 

'1 '• 

3 * — 2X2*-l-Asin72°-f BsinSô" — Csin 5 G” — Esin 72 = 2. 
Apres avoir satisfait à F -=- = 5 , et F-=-= — 2, si l’on veut 


satisfaire aussi à F = 3 elF ^ = 7^ on pourra regarder 


•» 
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I et 7, non pas comme mais comme 

etr (f-) , en désignant par t un terme aussi petit 
qn’on pourra de la série o; 0,1 ; 0,001 5 0,0001 , etc. 

X. Trouver une fonction Fx qui satisfasse aux termes 
Fo , Fa , ri , Fc , Fc , ly, etc. , en supposant a<i,i<c, 
c<c, e<y, ainsi de suite et positifs. 


Ayant calculé 


Fa 


J]o_^ Fi— Fa 


i — a 


AffTc — Fc A' — A 

T" } etc. j J — = B , 


A A " A ' 


i 

■ A'" 


e—b ’ f- 

B"— B' B'"- 

— ^ f 


:B" 


, Fc — Fi 
c— i 

A" — A' 

c — a 
B' — B 


■ e 


f~b 


B" , B--— B'" 

— t. , 


g— e 


c> r c c 

C", etc.-:; ^ = E, — ^ = E',etc.,onauraFx 

e f—a 

=Fo+Ax+Bx(x — a)+Cx(x — a){x — i)+Ex(x — a) 
(x — b) (x — c)+etc. j car posant successivement x=a, 
x = b,x—c, etc., l’expression Fx=Fo+Ax+elc. sa- 
tisfait aux équations Fa=Fo-|-Aa, Fi = Fo-l-Ai-J-Bi 
(i — a), Fc=Fo-f-Ac-}-Bc(c— a)-|-Cc(C' — a) (c — i), 
etc., qni dérivent des équations ci-dessus calculées. 

Exemples. On demande le terme général de la série 
Fo = I , Fa = 27 , F 3 = 64, F7 = 5 ia, Fg = 1000,. 
Fio = i 53 i, etc. En observant la règle, on trouvera 


0 , 2 

y 

3 

9 

7 

9 

9 , 10 , etc. 

1 , 27 

y 

64 

9 

5 ia 

9 

1000 , i 33 i , etc. 

i 3 , 

37 

9 

I 1!2 

> 

244 

, 33 1 , etc. 

8 

9 

i 5 

9 

23 

9 

29 , etc. 


1 

9 

I 

7 

1 

, etc. 



0 

9 

Q 

9 

etc. 


» 
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el le terme général i + i 3 a:+ 8 x(x — a)+ia:(x — a) 
(x — 3 ) = I 4 - 5 x+ 3 x’+x^. 

On demande le terme général de la série Fo = o , Ft 
= 1 , F5 = 27 ,F 4 = 64,F8 = 5ia,Fio = looo, Fi i 
= i 33 i , etc. 

On trourera 


O , I 

f 3 , 4 y 

00 

10 , II, etc. 

O, I 

» 27 , 64 , 

5 ia , 

looo , i 33 i, etc. 

I y 

i5 , 37 , 1 12 

, 244 

, 33 1 , etc. 

4 

QD 

22 , 

29 , etc. 


I , I , I 

» I 

, etc. 


0,0, 

0 y 

etc. 


el le terme général o+x+4x(x — i)+x(x — i) (x — 5) 

= X*. 

XI. Tronver f dxTx, lorsqu’on connoit quelques va- 
leurs de X et les valeurs correspondantes de Fx. 

Il faudra cLerclier d’abord la forme spéciale de Fx, 
et calculer ensuite f dxTx par les méthodes du lir. 
XVIII. 
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LIVRE XXL 


pnOBLEMES. 


I. Désignant par n un nombre entier, et par A, 
B, deux expressions rationnelles , c’est-à-dire, dégagées 
de radicaux, on demande trois nombres rationnels u, 

w n 

X, Z, qui rendent y/ ( A + y/B) = (K+y/x) y/ü. 

On aura A + y/B = (m + y/ ar)"z = z (u" + nu" — ' y/x-f- 

’x + etc. , et A égal à la somme des termes 

rationnels du second membre de l’équation, c’est-à-dire, 

1 / . . n(n— i) n(n — i)(n — 9.)(n — 3) 

A = z( u"H u"-*x-^ i _ , — — 1 

\ 2 a. 0.4. 

M"— <x*-J-etc.^. Or, les équations A -f y/B = (u-f y/x)"z, 

et A — y/B = (u — y/x)"z donnent A’ — B —z‘{u‘ — x)", 

” A* — B 

et par conséquent u’ — x= y/ — j donc si lepro- 

n g 

blême est possible, l’expression y/ — — — devra étrera- 
tionnelle, et les équations A=z ^u"-f- — — ^u"— *x-b 




en fourniront la solution. 
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Èxempl.Oa demande la racine carrée de a 8 +iOi^ 5 . 
A = 28 et B = 5 oo donnent A’ — B = 484 , dont la 
racine carrée est 22. On pourra donc supposer z = i , 
et on aura 28 =m’+x, u* — x= 22, u= 5 , x = 5 , et 
y/ (28+ IOv/ 3 ) = 5 + v/ 3 . 

On demande la racine cubique de 2 + y/ 5 . 

A=2 etB = 5 donnentA’ — B= — i ,dont la racine 
cubique est — i. On pourra donc supposer 2=1 , et on 
aura 2 = u’+ 5 ux, — x= — 1 , et [en éliminant x] 

4«’ + 5 k= 2 , u=-^,x=~,ety/ = 

On demande la racine cubique de 5 + 3y/5. 

3 s 

A= 5 etB = 27 donnent y/ (A’ — B) = y/ — air- 


rationnel. Posons «’== 


X 

— , et nous aurons y/ 

4 


B 


y/ — 8= — 2j donc 5 =-b — («^-|- 5 ux)et u’ — x= — 2. 
Éliminant x, on trouve au^ + 5 u — 5 = 0, et par con- 


séquent K= 1 ; donc x= 3 , et y/(5 +3 y/3)=(t + 

3 I J -t- • / 3 I ^ 

v/5)y/.i=-4^ = ±(r+^3)y/4. 

y/2 ^ 

L’équation j'^ — Gy 4 = o donne J=y/ ( — 2 -f- 

3 

2y/' — 0 + v^( — 2 — 2y/ — i), dont les termes ima- 
ginaires doivent s’entre-détruire, si le nombre — 2 + 
2 y/ — I est susceptible de racine cubique.. Faisant donc 


A = — 2 et B = — 4 > on aura A’ — • B = 8, y/ (A* — 
B) = 2, et on pourra supposer 2= i.Les équations — 3 

= «*- 1 - 5 mx, et m’ — x=:2, donneront «=1 etx = 

1 

— i ; d’où y/ ( — 2j;2y/ — i)=i + y/ — i,et enfin 


4T = 2. 
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II. a, b, éUnl deux nombres rationnels, on en de- 
mande denx antres u, x, qui rendent = 

Supposant u = b zx, et substituant cette diffé- 
rence à la place d’u dans l’ëquation proposée, on aura 

ibz 


z'x' — aAzj:+ûa;’=o, z'x — aix+«x=o, x~ 


a+z' 


et «=+ donc tont nombre rationnel mis 

~ a+z’ ' 

à la place de z , rendra les nombres u, x , rationnels. 

III. Soient a, b, u, x, des nombres rationnels, et 
B* — à'x'—b: on demande u, x. 

Supposant u=z — ax, on trourera, comme dans la 
z’ — b z' A- b 


question précédente, x: 


-, et u= 


zaz az 

IV. a,b, u, X, étant rationnels, et 
on demande u, x. 

SoitB=a — Z, et x=izjr — Éliminant «,x, entre 
ces deux équations et la proposée, on trouvera — aaz-H 
, aa+air 

— abzj-=o, Z = • > conséquent 

ajr’' — a — ibjr ^ by' — i-paq^ 


i+r* 


I+.T’ 


V. Investigation de logarithmes et de puissances, 

Ix, logarithme de x, veut dire une fonction de x , 
qui donne toujours la+lb^=l{ab), lorsqu’on substitue 
denx nombres quelconques a, b , et leur, produit ab à 
la place de x. 

On aura donc li=o. 

Au lieu de aa, aaa, aaaa, etc. , on écrira a*, a*, 
aS , etc. 

Puisque h est toujours =o, essayons de donner à 
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^(i +k) la forme AM+B«’+C«^+Du*+etc. Si cela est 
possible dans tous les cas, on aura 
/ ( I + au + w*) = aAtt + Au* 

+ 4Bh’+4Bu*+ Bu* 

+ 8Cu’ + 1 aCu* 

+ i6Du*-f etc. : 

mais Z(i + au + u’) = Z((i + u)’) = aZ(i + u) ; donc 
aAu+ (A+4B)u* + etc. = aAu+aBu’+etc. ; A + 4B=r 
aB; 4B+8C=aC; B+iaC+i6D=aD, etc.j B = — 
J A; C= J A J D — — i A J E— i A , etc.; et par conse'- 
qnent Z( i + u) = A(u — «''+!«’ — etc. ). 

Le nombre A demeurant arbitraire, il s’ensuit que le 
nombre de systèmes de logarithmes que l’on peut adop- 
ter est également arbitraire. 

Puisque Z(i-J-u) est = A(u — ju’+ju’ — elc.), on 
aura aussi Z(i — u) = A( — u — j u’ — i u’ — etc.): 

donc Z — ^(i — u)] =A (au-f- |u’-(. 


iuS-l-iuï+etc.). Posons 

I — u 


a — I 

on anrau= , et 

n+i’ 




L’expression a" [puissance d’a indiquée par n] désigne 
un nombre dont le logarithme seroit n dans le système 
qui anroit pour base le nombre a. 

L’expression (i -f-u)" étant susceptible de la forme 1 -f 
nu-|-Au’-f-Bu^-t-Cu*-|-etc. dans plusieurs rencontres, on 
aura , si cela est possible dans tons les cas , 
(i-l-2u-pu*)"=i-(.a/iu-f- nu* 


-t-4Au*-f-4Au’-P Au* 

+ 8Bu^-f- i 2 Bu*-|-etc. 
-p 1 6 Cu*-|-etc.; 
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mais ( I + 2M + u’)" = (( I +«)")’ = ( I + nw + Au’ 
•4- Btt’+ etc.)*=i +2n«+2Au’+ +etc. 

+ n’a’ +2nAK^+2«BM*+elc.'. 

+ A’u<+elc.j 


donc 2A+n’ = n+ 4 A, 2B+2nA=4A+8B, 2C+2nB 
+ A’ = A+ 12B + 16C, etc. ; et par conséquent A 



VI. Investigation de la proposition VI du liv.X. 
Trouver un nombre x qui rende x^+bx+c — o. 


x=n+z donne n’ + 3n’2+3nz’+z^ + An+^-2+ c= 
o; 3n2= — b donnera n’+z’ + c = o. Eliminant t 
entre ces deux équations, on trouvera n®+c/i’ — 

= 0, n = y/(— tC± \/(-î‘=’ + r7*’)); et x = n+z = 

n — Etc. 

3n 

VII. Investigation de la proposition Ire. du l. XVIII. 

Supposant R=a+ix", réduire f à la forme 

Ax"+'-"Rp+'+B/x“-"RPifx. 

On aura x"‘R#’i/x = (m + i — n)Ax'"~"RP+'<fx+ 
( P + I ) Ax” + ' ~ "Rp<fR 4- Bx" — "R#’£?x. Substituant 
7iix"~ '</x = <fR, et divisant par x”*RPrfx, on a i=(m 
4 - ï — u) Ax~"R£?x4-in(/>+ 1 ) A + Bx”'", et substituant 
«+ix® = R, il vient i =(/«+ 1 — ,'t) Aax~"+ {nib + 
A+n^i) A+Bx~". On aura donc {rnb-\-b+npb)A= t ^ 

(to + 1 — n)Aa + B = o, A= j- r, et B=: 

— a(m + i — n) 
b{m+\+np) 

VIII. Supposant qne x=o rendey'x"(a + ix")fdx=o. 
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on tlcmande la valeur de / {a + Ix^yilx , lorsque 




Posant q = m+i+np , la proposition VIII du lir. 

XVIII donne f x”'{a-\-bx’' PJx~'a une série dont le der- 

i‘(? + «)(</ + 2«)(7 + 5«) etc. 

nier terme est — -i— p — ; — , , , ; 

û‘ (iTi + 1 ) (iM + I + n) (ni + I + 2 / 1 ) etc. 

y x'^-^^''{a + bxf')Pdx J et dont tous les termes précédents 

s’évanouissent par la supposition de x= y/ ■ 

on aura de môme alors yx"— ‘ (a -l- bx^)Pdx= 
b‘{np + •în){np+ 5n){np+ \n)et.c. 

o‘/i.2«.5/i.eic. 

_ b‘{p + ‘^){p+5)(p+/t)elc. 
fl‘. i.2.5.etc. 


-fx"~ {a+bx^ydi 


■ f ar'‘~ ■+‘"(a+ôx";i’i/x; et 


f X”' ( a + bx" )Pdx 
par conséquent -■ — 


fx”~ya + bx" )Pdx 


(</ + /i)(y + 2/i)(7 + 5n) etc. 


1.2.O.CIC. 


X 


(ni + i)(m+i4-n)^^i?2+i+2n)etc. (/i + 2 )(y» + 5)elc. 

f x"'+‘’'{(i + bxf')Pdx 


y x"~ ‘ + ‘'*(û + ôx'‘/t/x 
on aura y’x'"+"'(a- 
pa;»— ' ix” ' 


. Réduisant (a + bx^'Y en série, 


, , . oPx“+'"+‘ 

on aura f x’”x^''{^a + bx"y dx = ■ , , — + 


7M + /«4- t 


m + tn-\- 
paP— ’ix" 


ni+l;i + «+ I 


"■ + "+* , / 
1- etc. =x”+‘" + ' 1 

«+i \ 

•> 


aP 


m + tn+ 1 
+ elc. ). On trouvera de môme f x”+‘'’""‘ 


(fl + Jx" Wx=x"+‘" ( h — 

‘J 

Supposons t infini: nous aurons ( 


paP- 'ix“ 

‘in+t/i 
aP 


y m + /rt + 1 
'9 


+ etc. 


> 
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paP~'bx’' 


m+tn+n+i 


+ etc 




aP paP~ 'hx* 
+7;:+ un+tn 


) 


= 1+ infinilième, et par conséquent, x=y/ Ç 

ren.l + __ (<7+« ) (? + an) (g+5/i etc. 

fx'^‘{a+bx'’)Pdx (w + 1 ) (w + 1 + «) (TO + 1 + 2 /j) etc.' 

I • 2. D.6tC. 

^ (/'+2)(/> + 5)(/;+4)etc. * (‘+ infimtième): 

mais x~y/ ^ rend f x”— • (a+ bx’')Pdx = 

T J rendra /x'"(a+Jx")Pda; 

«>*+' (<7 + n )(9+an)(q' + 3«)etc. 

nb{p+i) (TW 4- i)(m+ I +«)(m+ , + a«)etc. ^ 

^ m — n-f - 1 

i.a.o.etc. f a \ — ;; — 

(;:T + a)(/T + 5)(p+4)etc. X(i+ infi- 

ni lième). 

I 

Exemples, i . On demande la Talearde/(i — x*)~ ’ dx 
pour x=.i. 

La valeur demandée sera — X ^ ^ ^ V 

1 1.3. 5. 7. etc. 

i.2.5.4.etc. 2.4.6 .8.elc. a.4.6.8. etc. 

05tO I ^ ^ — étit* ^ m .-X ~“*" 


0 5 7 O 

etc. 

2 2 2 2 
2.2.4.4.6.6.8.8.elc. 
i.5.5.5.5.7.7.g.eic. ~ 

2. On demande 


1.3. 5.7. etc. 3. 5. 7. g. etc. 


rit. 

dx 


pour X— 


y/{ — lx) 

Ix est = f X— 'dx. Soit i un noiubre €nticr âss6z grand 

1 

pourfaire/a; ‘ ~ Vx=/x- 'ifx sans erreur considérable. 
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On aura Ix=ix‘ — i, et par conséquent 


•/; 


dx 




^ 'dx=ii y(. 

(■-à + f)('-à+ r)('-â+7-)”“- 

‘("^ 7 ) (’ + t)'"- 

3. 4. 6.8. etc. 


1. 3. 3. etc. L 

X - ^-c - X I = 2*’ X 


357 

.— . etc. 


5.5. 7.9. etc. 

333 

l’approsimation jusqn’à t facteurs, on aura 

, 3.3.4.4’6.6 3t.3^ 

A* X 


Ponssant 


3.5.5.5.7.7....(3«+i)(2t+i) 
3.3.4.4-6.6....2{.3{.4' 

1 . 5 . 3 . 5. 5 . 7 . ..( 2 / — i)( 2 t+ i)(3t+ 1 ) 
Icurdemancle'e. Mais / infini rend 


= au carré delara- 
3i.3t.4* 


(3/ 0(3J+i)(3i4-0 

= 2 — înfi ni tième; donc le carré de la valeur demandée 
2.3,4.4.6.6.etc. 


sera 


1. 3.5.5. 5. 7. etc. 


, et par conséquent x— i ren- 


^ P dx a.2.2.4.4-6.6.etc. 

y/{—lx) ~ ^ i.i.3.3.5.5.7.etc. 

VIII. On demande la somme de la série 1 , ~ , 

—, c’est-à-dire, / 

0' J (^+* 


ar(x-f- 


X.3r4-2) 


Soit 


2 a a n a 

(x-i- i)(x+2) x+2 ^ ar-+-i ' x+‘i x-f- 1 

étant deux mêmes fonctions de x-|-i et x, on pourra 


r • T, “ “ “ 1 . . 

faire r- — : — : =D = ; d ou 

(X-f l)(X+3) X-Vl X-f3 X-f-I 
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4 - 1 . Et si on vent 


292 

ety" ,X^ + a) ~ 

que I en soit le premier terme, la série viendra =2 — 

x+r’ 

, JT- I I I I 

Trouver la somme de la serie i , —, 

I 6 


5(> ’ ’ x(x+i)(a +a) 

G 


Faisant 

a 


(X-f l)(x+2) 


(X+ i)(X + 2Xx + 5) (x + 2>(X+5) 

, on Ironvera a=i — 3 , et la série propo- 


3 3 

see = — - — ■; ; T- — \ — T- 

2 (X-+-l)(X + 2 ) 

IX. Trouver la somme de la série cos a , cos 20 , 

cos cos xa. 

Désignant cette somme par S, on aura S = 
i ga\/- • + i e’“ v'— ' 4 - 7 ' 4- etc. 4 - 7 + 

ie-av/->+ie-’«\^-' + ie- 5 “\/-> + ctc. 4 - 7 e-^''v-> 

gov'— I e — "v — ' — g— ( j4‘)“v'— • 

2 — 2e“'^~ ^ 2 — 

cos a — I 4- cos xa — cos (x 4 1 ) a 
2 — 2 cos a 

cos xa — cos(x 4 - 0 « ^ sin (x47)a ^ 

2 — 2 cos rt 2 2 sin 7 X 2 

X. Soient x,j-, des coordonnées perpendiculaire» 
d’une courbe, dont l’équation est x’4-.,r’ on 
demande l’aire de cette courbe. 

Puisque — + — est = a , si l’on fait — = z, on anra 

X ^ X 

X X 2 ’ - 22 2 * , 

2X+ - x= dx= adz, et par 
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conséquent fydx — ^ ^ 


393 


1)^ 


a'dz = — 


a' 


3(z’ + i) 


a(z’ + i)’* 


5jt 


4 


r 

IX'' 


‘d^z 


XI. Résoudre l’équation == A, où l'on désigne 

par Z une fonction inconnue de x et^, et par A une 

fonction proposée de aretjy. 

- ‘d"z , *d"z . . ‘d^—'z 

On aura — r dy = ; = Aar, et ; = 

df"' dj^-'’ ' dj"-'' 

f yAdj-+\ , en désignant par I une fonction arbitraire 


de X. Que l’on continue ainsi, et on parviendra à 




d ^’' — "* 


> 


c’est-à-dire, à z. 

XII. Trouver le maximum de Tx, c’cst-à-dire, la 
plus grande valeur d’une fonction proposée. 

Il est clair que les fluxions de deux valeurs quelcon- 
ques de Fx, entre lesquelles se trouvera le maximum 
de Fx , doivent être contraires entre elles; donc celle 


du maximum sera o , ou 



17. 9. scbol. ]. 


Exemples, i. Couper une droite a en deux parties x 
et a — X, telles que le rectangle x(a — x) en soit un 
maximum. 

Posant J(x(a — x)) = o, on aura adx — ixdx=o , 
et par conséquent x—~a. 

Démonstration. Soit d une ligne droite quelconque, 
positive* ou négative, et x=\a-\-d : on aura x(a — x) 
— d)=z^a' — d' , toujours <70*. 

2. Couper la droite a en deux parties x et a — x, 
telles que x’(a — x) en soit un maximum. 

d{x' {a — x))=aaxdx — ôx'dx—o donnerax=5a. 

Pémonstration.{\a+ d)\a — (j a-f- 1/)) [= — a<f* 
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— ii’] est toujours < a*, tant qu’on suppose aJfd 

expression positive; et si on veut que la ligne dsoit né- 
gative et >a, il n’y aura point de maximum. 

3. On demande le maximum d’a {u+zY «z*. 

Regardant 1 inconnue u comme déjà trouvée, d[a[a-\- 

*)* uz')=.o donnera z = — — — , et par conséquent 

. • J ( \ 

y ^ — maximum: mais d f — — —J = o donne u 

=|fl, etz=3a; donc ~ a} sera le maximum demandé. 

Autre solution. — i/z’) = o donne an -f- 

us=o, et d“ [a{u+zY — uz')=o donne 2 uu-f. 
auz — s’ = o; et par conséquent u=\a et — 5a, 

Schol. Quelle fonction d’u doit être z, pour qu’à 

cRaque valeur d’« réponde une valeur d’a(M- 4 -z) 

(u+2zY, non moindre que toute autre fonction d’u ne 
la rendrolt? 

Désignons par z etz+Sz deux diverses fonctions d’i», 
et par ÿ des fluxions relatives uniquement à z, fluenle 
de Supposant a{u+ z) — {u+ 2 zy maximum, on 
trouvera 5(a(« -f z) _ (« + 2 z)>) ~ ahz — ^^uU — 8z5z 
= — T “> et par conséquent ^ a’ -+-ia« le 

maximum d’a («+ z) — («-(- 2 z)> ■ car mettant | a — i m 
+d à la place de z, on trouvera a(«-fz) — (w-f-az)’ 
= valeur toujours plus petite que 

excepté dans le seul oas où quelque valeur 
d« rendra </= O; donc -pj-o’-t-j-au est la limite des 
valeurs de l’expression pi'oposée. 

On demande une fonction u de z, qui donne la limite 
des valeurs d’a(«+z) — (u-t- 2 z)\ 

On trouvera n = ^a — 2 z, et on démontrera, comme 
ci-dessus, que ^az est la limite demandée. 
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XIII. Soit 

+V : on demande quel doit être le rapport entre A, B, 
C, etc. , pour que Zdx soit une fluxion exacte. 

Soit z—fZdxj et u=i : on aura Zdx=dz= — dy 

dy 

[_Ady+Bdjr+Y)dx-. àoncAdx= Bdx = d — • 

djr ’ dy’ 

et dÂ — B=o, équation identique^ c’est-à-dire — 

’ dx 




Soit 71 = 2 : on aura Zdx = ^’j'+ dy + 

‘è '■ = ^ <'lr+ + ^) dy 

, ( y dz\ , ydz 

+ \f-^)^y+^ây = {Ad^jr+'Rdy+Cdy+y)dx-, 
et par conséquent Adx = ; Bdx = d 4. — ■ 

dy ’ dy' ^ dy ’ 

Cdx=zd~- {dA—B)dx=— et <f>A — <fB-fC 

— ' f 

dx\ “ ^ J=o, équation identique. 

Suivant toujours le même procédé; on trouvera 

— rf" 'B+rf"-»C </'>- 3 j)q,_ équation 

identique. 

Schol. Si dS éloit = Ad^+yy etc. + A' d-''+'z + 
etc.-f A"d'*" + 'ti+etc. -f-etc. , on auroit de même une 

suite d’équations identiques d'‘A — etc. =o, d"'A' 

etc. = 0, <f»"A"— etc. =0, etc. 


Digiiized by Google 


296 PRINCIPES MATHÉMAriOCES , 

XIV. Soit do = A^^" + ’j" + 'jr -\-Tid'' — '‘y 

+.... + V : quelle fonction de x doit ètrej^, pour qu’à 
chaque valeur de x réponde toujours un f Zdx maxi- 
mum ou minimum! 


Soient J" et diverses fonctions de a:, et sup- 

posons S des fluxions relatives àjj'flucnte de AB=x, 
BB'=<fx, BC=j', Cc=Sj', BD=S, Dt/=SS, et De= 
ASd’’ — 'jr: on aura SS = A8É/"_/-hBS£f"**9'+”- + T5r; 
/ dxT{jr + Sjr) =/ dx{Tx+ + etc.‘)=/ dxTj + 
f dxZTj' -4- etc. , et par conséquent S f dxTj-=f dxSPx} 
donc 8 fidx[x= /t/xSS] sera l’aire que D<i décrit: et il 
est également clair que les points de la courbe décrite 
par le point d, s’approcheront de ceux de la courbe dé- 
crite par D, d’autant plus que la fluxion ^ sera plus pe- 
tite, et que par conséquent 8 y'Gdlr[= yrfxSS] sera=o, 
lorsque 8S = o; donc, pour que fÇ>dx soit un maxi- 
mum ou un minimum , il faudra que A8£/’J7^-1-B8£f''“*j^ 
-f...-4-T^ devicnne = o. Et puisque les arcs cc' et 
CC', ee' et DD' tendent à la coïncidence et au paral- 
lélisme, à mesure que les fluxions Sx et dx deviennent 
plus petites, si l’on met j"' à la place de B'C', on aura 

A'Sd^-'r' r ^>'«'1 . • e • •• 

— — — ; — - — = — r: — 1=1-4- inhnitieme: mais on a 

ASd^—'x L De J 


• X 
aussi — 


-.r_ 


& 


i -1- infinitième; donc dx et $x inCni- 


tièmes rendront= 1 -)- infinitième chacun des quotients 

A Sd"x -A 8^ /" ~‘x' — A Sd"— 'x 

ASd'‘-'x'—ASd''-'x’ ASd’'~X' —A'Sd''-'x' * 

<lo„o 

— dASd"-'x' ' — dASd"-'x '' 

— — dASd"— X' trouvera de même — dASd"~'x 


j 
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ainsi de suite. Réduisant ainsi chaque 
terme d’ASJ'y + BM"— *j-+ etc., on trouycra enfin 
J6= +d'’A^^d''~'B^+elc.=o; c’est-à-dire, d’'A 
— d’'-'B+d''-'C^d’’-^ D-f....+T = o. 

Corol. Si S etoit indépendant de x, on anroit dZ = 

Ad"+ 9'+Bff"^'-|-,...-|-Trfy: maisÉ?"A — d’'— ' B-f- + 

T=o; donc Z=Ad’'j'+ (B — dA) d’'—'jr+ (C — 

<£’A ) rf" — ’^-4-etc. 

Exemples, i. Quelle fonction de x doit être j* pour 


un minimum 


^ X ^ toujours à X ? 

Onanrag=x“>(.-f g-) ; d6 = x" * -f- g j ‘ 

I 

^ dy — - P dy X 

=•;* V + éj s=“ 

Oo demande qu'un niinimuni^^^^î-^t^^réponde 
toujours à X. 

On.«.6=,-':(, + ^) ;dC=,-':(.+g) ■ 


( 
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5. On demande la courbe qui, avec son rayon de 
courbure et la déreloppec, renferme le plus petit espace. 
Soit l’ordonnée J" perpendiculaire à l’abscisse x. Le 

rayon de courbure en sera = — dxd'j - — ’ 

que la surface dont on demande le minimum, Ao\i étre = 


On a d’abord d 


(dx' +dj'Y 


{dx* + dy''y 


dx'd'jr 


dx^d'jr'' 


d^jr+ 


A{dx +djr )djr ^ ef par conséquent (i’A — dB+C=; 

dx^dy J ’ r 

^ donc 

dx^dy^ ] ^ dx‘‘dy 

B dA=-^l parce que B — d'A est une fonction de x 


diriséc par dxj ; donc 6 = 


(dx*+dj-’)*_ ^dx'+djy 


dx'dy 


dx'dy‘ 


dy+ -^dj+b. Ecrivant udx à la place de , on 

trouvera 4da:= anu(i +u*)“’dM+2i (i 4-u’)~’duj ^dy 
[=4«djr]=2a/<’(i +«*)~*du+ 25 i/(i +u’)'"’du; {^x~ 

^a{i+u‘)~^+bu{\+u‘)-' + bf{i + u')~'du+c-,Iy= 
— au{i+u')-' + a /(i + K’)-‘dM — A (i +“’)"■+/; 

4«ar— 4ij' = — O* (i +«’)-■ + +«’)-' + *’ 
( I q-r/»)— ' + ac — bft mais ( i + ‘ sanroit être 

fluente de 2«( i + sans que — — ' le 

soit aussi [i8. i. 2]; donc ac — bf — 4 ^-*'+ 4 ^J' = 
a’(i +u'*)~' — 2n£u(i +«’)"■ ' + +u’)“ ' = (a 

buY ( I + «’)-’ = {adx — bdyY (dx*+ dj>) “ ’ 5 c’est-à- 


« 
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dire, équa. 

tion de la cycloïde. 

4* Renfermer entre nn arc donné de grandeur, et ses 
coordonnées perpendiculaires, un espace maximum ou 
minimum. 

Soit f jrdx l’espace : puisque l’arc f y/ {dx' + dj') 

est connu, on aura, en désignant par a une ligne 

1 

àormée, fjrdx-\- a {dx*+djr') = ^ ^ 

dx-=. maximum ou minimum; = 

t 

i+^;j 1 d'y-’^-dy-y et par conséquent 6= 


f 

dx^ \ 


a 



+y= 


rfx’ ^ dx^ 


) 


djr+h; dxz=z 


( ''a'-fh-xY ) > et x = c- y/\a^-{h -y)% éq..a- 

tion dn cercle. Les deux valeurs du radical donnent les 
deux solutions du problème. 

Schoï. S’il s’agissoit de plusieurs variables, telles que 
x,y, Z, U, etc., et de dS = Aif^+v+etc. +AV"' + 'z 
+etc. +A"<i""+ 'M+etc. + etc. , les équations d"A — 
«f"~'B+etc.==o, — etc. = o, d''"k” — etc. = o, 
résondroient le problème; ce qu’on verra facilement, en 
regardant successivement chacune des variables z, «, 
etc. , comme si elle étoit la seule , et toutes les antres 
comme déjà trouvées. 


FIN. 
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PAGES. 

IliGKES. 

FAUTES. 

CORRECTIONS. 

45 

* Lû, 

♦.4. 

fl ni te 

et réciproqtieraent. 

JT R I B C 

— — 
5 0 07 07 

— (8X8 + 2X8 Xo ,7 + o, 

fin. 

J.- 1 II G 

Z g-y ^ g ^ 7 
— 8X« + 2X8 Xo ,7 + o,7 




7X0,7) 

o,oG X 0,06 
ARC 

ni, 

1 o8. 


o,o( J + o^oti 

* 5. 

ARF 


El 

FI 

1 2* 



eqiiiangle, pourvu que dans 
le jKjlygonc circonscrit le 
nombr^^ côtés soitimpalr. 


ï 

Ils 

i?)S. 

L 

* 5, 

(j 5 

+ Û3 

c 

ce... 

ï40- 


o.r* 

X* 

(L 

Rr 

8.7.-^ 

i:jo. 

/54. 

ihi 

(L 


i K, L U — 3 


.9“ 

9“ 

1 g. 

U 



5 

as’ 

* A 

* 1, 

" i; 

d’ 4- .')& 

a ’ — 36 A 


Z * 


Lq8- 

200. 

’ 8. 
A 

LQ. 

2: 

* â. 

* a 

r£r — rfTx P 

+ dvx r , 

jx L 

* tJv//yIz 

r/x [_ 

z^jdlz = z^djrlz 

[= 
tang Z 

2J- — '2 

r 

2ÏÉI 

tans 

220. 

9 .!Â 0 . 

2t — 2 

a 

ABX AC 

a 

abxbc 

dz 

2. > 7 ». 

2a: 

Q. 

dx 

255 , 

-J— ( dx 

Tx^^^ 


dx^ 


1 1 . 

_i 

A 

* 7 

1 .. 

3 

h 
\Ai 
* 2, 

0 

0 

2G7. 


X 


♦ 2, 

./ I 

v/ — I 
av — 5 D)^ 

277. 

iiz 

a*_i 5 Dj 


IV. B. Les chiffres précédés du signe * marquent les ligues qu’il faut compter 
en rcuioulaut. 
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L 


\Y /\î 





\ \X^ 

T 


1 \ 

] 

/^ V/ /y^ ^ 





/^ X/ 



N 


xta. 


K 







Vr 


1 

ii 

■::vi 


A7/'. 
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